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APRESENTAÇAO 


Com o fortalecimento do movimento científi¬ 
co/institucional da História da Ciência e da História da 
Matemática no Brasil, grandes esforços têm sido feito para 
que estudantes e pesquisadores brasileiros tenham acesso a 
obras clássicas. A aquisição de assinaturas de portais que 
disponibilizam tais obras é uma das formas de possibilitar 
o acesso, porém, somente o acesso á obra não basta, pois 
muitas se encontram em idiomas que não são do domínio 
da maioria dos leitores. Neste sentido, a tradução para o 
português de alguns dos textos clássicos do mundo cientí¬ 
fico é um caminho a ser seguido. 

A vinda da Família Real Portuguesa para o Brasil em 
1808 marcou o início de uma nova era na história brasilei¬ 
ra. Um dos primeiros atos de D. João VI foi a criação da 
Imprensa Régia, abrindo assim o caminho para o mercado 
editorial no Brasil e possibilitando aos brasileiros a publi¬ 
cação de seus próprios livros. Dentre os primeiros livros 
científicos a serem publicados no Brasil destacam-se as 
traduções para o português brasileiro de alguns clássicos 
europeus que marcaram época. São eles: Elementos de 
Geometria e Tratado de Trigonometria de Adrien-Marie 
Legendre e Elementos de Álgebra de Leonhard Euler, pu¬ 
blicados em 1809. Estes livros serviriam de base para o 
curso de Engenharia e Matemática na Academia Real Mi¬ 
litar que seria criada em 1810. Ao comemoramos 200 anos 
de Imprensa no Brasil, Ana Paula Bispo da Silva e Rober- 
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to de Andrade Martins presenteiam a comunidade científi¬ 
ca brasileira com a tradução comentada do clássico Dis- 
quisitiones generales circa superfícies curvas de Cari Fri- 
edrich Gauss, um tratado da maior importância para o 
campo de estudos em Geometria Diferencial. A publicação 
deste livro amplia o rol de textos clássicos já traduzidos 
para o português e contribui de maneira significativa para 
o movimento historiográfico das ciências e da matemática 
no Brasil. 

O tema de investigação científica relativo à História da 
Matemática possui uma enorme abrangência que pode ser 
resumida nos seguintes itens: história de problemas e de 
conceitos', interligações entre Matemática, Ciências Natu¬ 
rais e Técnica', biografias', organizações institucionais'. 
Matemática como parte da cultura humana', influências 
sociais ao desenvolvimento da Matemática', a Matemática 
como parte da formação geral do indivíduo', análise histó¬ 
rica e crítica de fontes literárias. Este texto, sobre o qual 
faço esta apresentação, está diretamente ligado a dois des¬ 
tes itens: o que trata sobre a história de conceitos e o que 
diz respeito à análise histórica e crítica de fontes literárias. 
A investigação histórica sobre problemas e conceitos é, 
por sua amplitude, o que possui maior densidade de traba¬ 
lhos investigativos no panorama internacional. No Brasil, 
no entanto, não é plausível dizer, por exemplo, que se po¬ 
de realizar, sem dificuldades, investigação pura em Histó¬ 
ria da Matemática sobre temas que foram desenvolvidos 
originalmente na Europa ou em outras regiões como o 
mundo árabe, a índia, a China etc. onde as fontes primá¬ 
rias se encontram. Há, no entanto, que se ter o bom senso 
e dizer que alguns trabalhos investigativos na área da His¬ 
tória da Matemática podem perfeitamente ser realizados a 
partir de textos publicados originalmente, ou então a partir 
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de seus fac-símiles. A análise histórica, neste caso, pode 
possuir conotações diferenciadas àquelas realizadas nos 
grandes centros científicos e contribuir com novas inter¬ 
pretações históricas sobre os assuntos investigados. Ana 
Paula Bispo da Silva realizou um brilhante trabalho aca¬ 
dêmico abrangendo este item em sua dissertação de douto¬ 
rado orientada por Roberto de Andrade Martins. O segun¬ 
do item sobre investigações históricas que é contemplado 
neste texto, que trata sobre análise histórica e crítica de 
fontes literárias, é um campo totalmente aberto e inexplo¬ 
rado no Brasil. São raros os trabalhos realizados no Brasil 
onde foi realizada uma análise histórico/crítica em fontes 
primárias, sejam elas vindas do exterior ou até mesmo as 
que foram produzidas no Brasil. Com esta tradução co¬ 
mentada do Disquisitiones generales circa superfícies 
curvas de Gauss, os autores demonstram que é possível 
realizar este tipo de investigação histórica mesmo estando 
fora do ambiente acadêmico onde a obra foi concebida. 

Este livro é a prova do amadurecimento científico da 
comunidade brasileira de historiadores das ciências. Para¬ 
benizo os autores por esta magnífica obra e conclamo os 
leitores a investirem em trabalhos semelhantes a este, pois 
assim se dará nosso fortalecimento perante as comunida¬ 
des científicas nacional e internacional. 


Sérgio Roberto Nobre 

Presidente da Sociedade Brasileira de História da Matemática 

Departamento de Matemática 
Instituto de Geociências e Ciências Exatas de Rio Claro 
Universidade Estadual Paulista Júlio de Mesquita Filho 
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INTRODUÇÃO 


A obra Investigações gerais sobre superfícies curvas 
{Disquisitiones generales circa superfícies curvas) de Jo- 
hann Cari Friedrich Gauss (1777-1855), estudada neste 
livro, fez parte do desenvolvimento da geometria euclidia¬ 
na, mas preparou o terreno para o surgimento da geometria 
não-euclidiana em sua abordagem diferencial, a partir do 
trabalho de Georg Friedrich Bemhard Riemann (1826- 
1866). Esta Introdução situa as Investigações gerais sobre 
as superficies curvas de Gauss no contexto da história da 
geometria. 

A geometria euclidiana 

Até o início do século XIX, acreditava-se que a geome¬ 
tria apresentada nos Elementos de Euclides e desenvolvida 
pelos matemáticos posteriores era a única geometria pos¬ 
sível. Acreditava-se também que essa geometria era ver¬ 
dadeira, no sentido de corresponder à realidade. 

Os Elementos de Euclides, na versão que conhecemos, 
são formados por 13 livros que contêm as bases da geome¬ 
tria e da aritmética\ Tanto a história dos livros, como a do 
próprio Euclides (aprox. 325-265 a.C.) são cheias de con¬ 
tradições e especulações que surgiram das muitas tradu- 


' Os capítulos de I a VIII da tradução de Thomas Heath (Euelides, 
1956, vol. I) são dedieados à história dos livros de Euelides e às suas 
traduções. 
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ções que eles tiveram no decorrer dos séculos. Na versão 
que contém os comentários de Proclus, o livro I possui 23 
definições, 5 postulados, 5 “noções comuns” (axiomas) e 
48 proposições (teoremas). As definições, os postulados e 
os axiomas não têm demonstração, devendo ser admitidos 
como ponto de partida para as deduções apresentadas na 
obra. As “noções comuns” são princípios gerais não geo¬ 
métricos, como por exemplo: sq A = B q B = C, então te¬ 
mos que A = C. Os postulados, por outro lado, de natureza 
geométrica, determinam o modo e possibilidade de cons¬ 
trução de alguns elementos geométricos básicos, ou seja, o 
que é possível construir a partir das definições iniciais - 
por exemplo, é possível traçar uma reta unindo dois pontos 
dados. As proposições (teoremas) são provadas a partir 
das definições, postulados, noções comuns e teoremas an¬ 
teriores, através de um método dedutivo bastante rigoroso. 

O quinto postulado, ou postulado das paralelas, era uti¬ 
lizado para demonstrar várias proposições, entre elas a que 
mostra que a soma dos ângulos internos de um triângulo é 
igual a dois ângulos retos (proposição 29); e que através 
de um dado ponto passa uma linha reta paralela a uma da¬ 
da linha reta (proposição 31). O enunciado desse quinto 
postulado era bastante complicado: “Se uma linha reta que 
corta duas outras linhas retas forma ângulos interiores do 
mesmo lado cuja soma é menor que dois ângulos retos, 
então as duas linhas retas, se prolongadas indefinidamente, 
se encontrarão no lado em que a soma dos ângulos é me¬ 
nor do que dois ângulos retos” (Euclides, 1956, vol. 1, p. 
155). 

Embora as pessoas não duvidassem que a geometria a- 
presentada nos Elementos fosse correta, muitos considera¬ 
vam que o quinto postulado não era intuitivo e era muito 
mais complicado que os demais. Surgiram, por isso, diver- 
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sas tentativas de demonstração do quinto postulado. Desde 
a Antigüidade, diversos autores (como Proclus) tentaram 
substituir o postulado das paralelas por outro mais intuiti¬ 
vo, ou demonstrá-lo a partir dos demais postulados, com a 
finalidade de tomar a geometria mais bem fundamentada^. 
Caso o princípio das paralelas fosse substituído por outro 
postulado mais simples, o número de suposições básicas 
da geometria permaneceria o mesmo; porém, caso ele fos¬ 
se provado a partir dos demais postulados e axiomas, de 
forma a tomar-se um teorema, a geometria de Euclides se 
basearia em um número menor de premissas. 

Para espanto dos matemáticos, como resultado dessas 
tentativas de prova ou substituição do postulado das para¬ 
lelas foram criadas as primeiras geometrias não- 
euclidianas no século XIX (Silva & Martins, 2006). Os 
primeiros trabalhos que mostraram a possibilidade de se 
construir uma geometria diferente da de Euclides foram os 
de Nikolai Ivanovich Eobacevskií (1792-1856) em 1829 e 
János Bolyai (1802-1860) em 1832. Tanto a geometria de 
Eobacevskií quanto a de Bolyai partiam da hipótese inicial 
de que poderia haver mais de uma linha paralela a uma 
reta dada passando pelo mesmo ponto e partindo dessa 
hipótese, eles construíram a nova geometria sem encontrar 
contradições (Silva, 2006, pp. 15-23). 

Porém, por apresentarem um conceito de espaço dife¬ 
rente do que se encontrava em Euclides, essas geometrias 
não foram aceitas imediatamente. Alguns matemáticos, ao 
tomarem conhecimento dos trabalhos de Eobacevskií e 
Bolyai, entenderam que se tratava de “superfícies especi¬ 
ais” num espaço euclidiano, como foi inicialmente o caso 


^ O livro de Roberto Bonola apresenta uma descrição detalhada das 
tentativas de demonstração (Bonola, 1955). 
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de Eugênio Beltrami (1835-1899) (Beltrami, 1868, p. 
285). 

Os trabalhos de Lobacevskií e Bolyai utilizavam uma 
abordagem dedutiva e construtiva semelhante à da geome¬ 
tria clássica, sem utilizar o formalismo empregado poste¬ 
riormente para o estudo de geometrias não-euclidianas. 
Essas geometrias só passaram a ser entendidas como “es¬ 
paços diferentes” após o trabalho de Riemann de 1854 e 
assim o desenvolvimento dessas geometrias levou gradu¬ 
almente à compreensão de que a geometria euclidiana era 
apenas uma de várias geometrias possíveis (não contradi¬ 
tórias), e que todas elas eram igualmente válidas, nenhuma 
delas sendo mais verdadeira do que a outra (Poincaré, 
1946, p. 59). 

A geometria não-euclidiana fornece a base para o for- 

O 

malismo matemático utilizado na relatividade . Porém, na 
relatividade usa-se a geometria não-euclidiana diferencial, 
como foi proposta por Riemann. O formalismo que serviu 
de conexão entre a geometria Euclides e a geometria dife¬ 
rencial não-euclidiana da relatividade está no trabalho de¬ 
senvolvido paralelamente aos trabalhos de Eobacevskií e 
Bolyai por Gauss, em 1827, que é estudado neste livro. 

Não é o objetivo aqui tratar dos pormenores da geome¬ 
tria não-euclidiana, o que pode ser encontrado facilmente 
nas referências bibliográficas (Bonola, 1955; Rosenfeld, 
1988; Gray, 1989), mas é importante mencionarmos esse 
aspecto para mostrar como foi importante o trabalho de 
Gauss, ao fornecer as ferramentas necessárias para que 
pudesse ser introduzida uma nova visão de espaço. 


^ Rosenfeld (1988) e Gray (1989) apresentam a relação entre a geome¬ 
tria não-euclidiana e o formalismo matemático usado na relatividade. 
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Os antecedentes da geometria diferencial 

Uma forma de estudar a geometria é utilizando o for¬ 
malismo do cálculo diferencial e integral. Embora alguns 
autores citem trabalhos na Antigüidade que já incluíam 
alguns aspectos conceituais da geometria diferencial (Vi- 
censi, 1972), tratava-se apenas de cálculo de áreas e volu¬ 
mes, retificação de curvas e construção de mapas. Um 
primeiro passo para a criação da geometria diferencial se 
deu com Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) entre 
1684 e 1692. Nesse período, Leibniz introduziu a notação 
dos diferenciais, que permitiam descrever “variações infi¬ 
nitesimais”, ou melhor, pequenas dimensões"^, e estudou 
pontos de inflexão (Struik, 1933, p. 96). Este conceito, 
aplicado à geometria, permite encontrar a medida integral 
de uma linha ou superfície, partindo de seu comprimento 
“infinitesimal”. 

Além de Leibniz, a teoria do fluxions de Isaac Newton 
e o estudo das trajetórias pelos irmãos Johann e Jacob 
Bemoulli deram continuidade ao estudo de superfícies 
curvas. 

Durante o século XVIII, Leonhard Euler (1707-1783) e 
Alexis Claude Clairaut (1713-1765) deram grandes contri¬ 
buições ao estudo de superfícies. Trabalhando no espaço 
euclidiano, Euler e Clairaut estudaram superfícies curvas 
utilizando a trigonometria esférica. Introduziram o concei¬ 
to de curvatura de uma superfície curva e definiram uma 
equação para geodésicas, partindo de equações diferenci¬ 
ais. O uso de diferenciais na geometria, partindo de um 
estudo microscópico, permite descrever uma figura sobre 


* Embora o ensino contemporâneo do cálculo diferencial e integral 
tenha banido o uso de “infinitésimos”, deve-se ter em mente que os 
antigos matemáticos faziam uso desse conceito e que ele se encontra 
presente, de forma explicita, no trabalho de Gauss aqui estudado. 
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uma superfície qualquer. Porém, quando a superfície não é 
um plano, sua curvatura tem influência nas propriedades 
das figuras geométricas, podendo introduzir variações que 
dependem da direção considerada. Euler desenvolveu tra¬ 
balhos considerando trajetórias sobre diferentes tipos de 
superfícies, determinou sua curvatura analisando seções 
normais à superfície e desenvolveu o cálculo de isoperi- 
métricos (determinação de funções que adquirem valores 
máximos e mínimos). Joseph Louis Lagrange (1736- 
1813) deu continuidade ao estudo de isoperimétricos, apli¬ 
cando-os ao estudo do movimento. Esses autores estavam 
restritos ao espaço euclidiano tridimensional e faziam pro¬ 
jeções sobre os eixos cartesianos ao descrever as superfí¬ 
cies. 

Depois de Clairaut, Euler e Lagrange, pouco se acres¬ 
centou à geometria diferencial durante um longo período. 
O trabalho de Gaspard Monge (1746-1818) se destaca na 
França no mapeamento de superfícies e na geometria pro¬ 
jetiva, influenciando seus alunos e colegas, como André- 
Marie Ampère (1775-1836), Lazare Nicolas Marguerite, 
Conde de Camot (1753-1823) e outros.^ 

Ainda que muito próximo do que hoje chamamos de 
geometria diferencial, o método de Euler e Clairaut tinha 
como base a utilização de conceitos do cálculo diferencial 
de Leibniz para descrever superfícies analiticamente, e era 
por isso denominado de “geometria analítica”, ou “geome¬ 
tria de infmitésimos”, ou ainda aplicação geométrica do 
cálculo. O nome geometria diferencial foi utilizado pela 
primeira vez apenas no século XIX por Luigi Bianchi 
(1856-1928) (Kline, 1972, p. 554). Como o próprio Bian- 


^ O artigo de Dirk Struik é bastante completo na descrição dos princi¬ 
pais autores que contribuiram para a criação da geometria diferencial 
(Struik, 1933). 
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chi observa no prefácio da sua obra Lezioni di geometria 
differenziale: 

O método que dá forma a todo o presente Curso [apre¬ 
sentado nas Lezioni\, é aquele que retoma suas origens 
das célebres Disquisitiones generales circa superfícies 
curvas de Gauss, e consiste em considerar a geometria 
diferencial como o estudo de uma forma diferencial 
quadrática, ou de duas dessas formas simultaneamen¬ 
te. (Bianchi, 1894, p. vi) 

Deste modo, podemos ver que o desenvolvimento da 
geometria diferencial estava diretamente relacionado ao 
estudo das formas quadráticas que representam o elemento 
de linha (em notação moderna, = Z «ij dx' dx*) e que por 
sua vez permite a análise das propriedades intrínsicas do 
espaço, compreendendo (entre outras coisas) o estudo das 
geodésicas. A teoria das geodésicas, ou “linhas mais cur¬ 
tas” como Gauss as chamava, envolve o surgimento do 
cálculo diferencial e a aplicação dos métodos infinitesi¬ 
mais à geometria. O desenvolvimento da geometria dife¬ 
rencial está relacionado também a profundas transforma¬ 
ções ocorridas durante o século XIX com relação à teoria 
de superfícies, teoria de equações diferenciais, cálculo de 
variações e mecânica (Nabonnand, 1995). 

A contribuição de Gauss 

Na Alemanha, do final do século XVIII a meados do 
século XIX, destaca-se Johann Cari Friedrich Gauss 
(1777-1855). Nascido em Brunswick, Alemanha, filho 
único de uma família pobre, Gauss demonstrou precoce¬ 
mente grande facilidade em realizar cálculos matemáticos 
mentalmente e aprendeu a ler sozinho. Em 1792, após 
mostrar notável competência em matemática e no estudo 
de textos clássicos enquanto cursava o ginásio, passou a 
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receber uma ajuda do duque Cari Wilhem Ferdinand, o 
que lhe proporcionou independência financeira no seu in¬ 
gresso no Collegium Carollinum de Brunswick (May, 
2007, p. 983). 

Ao ingressar na Universidade de Gõttingen em 1795, 
Gauss possuía um grande conhecimento de aritmética 
(principalmente cálculo de interpolações e expansões) e já 
havia deduzido sozinho vários teoremas de que ainda to¬ 
maria conhecimento em seus estudos. Durante os anos de 
universidade, Gauss leu muitos clássicos da matemática e 
outras obras-primas. Foi nesse período também que deu 
início a um modo característico de investigação, baseado 
na investigação empírica, com posterior meditação e cons¬ 
trução teórica rigorosa, desenvolvendo vários trabalhos 
sobre aritmética. 

Em 1798, Gauss retornou a Brunswick, onde continuou 
se dedicando à aritmética e, no ano seguinte recebeu o 
grau de doutor pela Universidade de Helmstedt sob a ori¬ 
entação de Johann Friedrich Pfaff (1765-1825). Em 1801, 
aos 23 anos de idade, publicou sua contribuição funda¬ 
mental á teoria dos números, Disquisitiones arithmeticae. 
No mesmo ano, Gauss utilizou novos métodos de análise 
de erros e extrapolação astronômica para prever a locali¬ 
zação de um pequeno planeta (o asteróide Ceres), que ha¬ 
via sido observado pelo astrônomo Giuseppe Piazzi duran¬ 
te alguns dias e que depois não havia sido mais encontra¬ 
do. O planeta foi localizado na posição prevista, e esse 
fato contribuiu para aumentar a reputação de Gauss, que 
passou a se dedicar também à astronomia, desenvolvendo 
métodos para cálculos de órbitas (May, 2007, p. 984). 

O destaque alcançado com o cálculo de órbitas e obser¬ 
vações astronômicas possibilitou a Gauss assumir o cargo 
de diretor do observatório de Gõttingen em 1807, o que 
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lhe permitia não atuar exclusivamente como professor de 
matemática e a manter seu próprio sustento, uma vez que 
o duque Ferdinand havia sido morto em 1806 na guerra 
contra Napoleão. Ao assumir o cargo, Gauss já havia se 
estabelecido profíssionalmente e trocava correspondência 
com muitos importantes matemáticos, como Sophie Ger- 
main e Wolfgang Bolyai; porém, seguindo o comporta¬ 
mento que se manifestava desde os tempos do colégio, 
continuava a trabalhar sempre sozinho em suas pesquisas 
matemáticas. 

O início do trabalho no observatório coincidiu com um 
período de felicidade pessoal. Em 1805 Gauss havia se 
casado com Johanna Osthoff, com quem teve uma filha e 
um filho, e com quem manteve uma vida familiar agradá¬ 
vel até 1809, quando a esposa faleceu. Um ano após a 
morte da esposa, casou-se com Friederica Wilhelmine 



Fig. 1 - Gauss no observatório de Gõttingen. 
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(Minna) Waldeck, com quem teve dois filhos e uma filha, 
mas com quem a vida familiar não foi tranqüila. Gauss 
teve desentendimentos com seus filhos (que migraram pa¬ 
ra os Estados Unidos) e era dominador com as filhas 
(May, 2007, p. 986). 



Fig. 2 - Sistema de triângulos utilizados no levantamento geodésico 
alemão de que Gauss participou. Note-se especialmente o triângulo 
inferior (Brocken, Hohehagen, Inselsberg), que será citado depois. 


14 




o trabalho no observatório de Gõttingen exigiu muito 
de Gauss. Desde a compra de equipamentos para sua mon¬ 
tagem, que só foi concluída em 1821; até a elaboração de 
um trabalho teórico sobre astronomia e observação de pla¬ 
netas. Mas foi durante o período em que esteve no obser¬ 
vatório que Gauss também começou a se dedicar mais pro¬ 
fundamente à geodésia, que influenciou seus estudos sobre 
superfícies curvas. 

Durante o período de 1818 e 1832, o mapeamento to¬ 
pográfico da Alemanha recebeu muitos incentivos, que 
visavam a produção de mapas para uso militar. A técnica 
de mapeamento utilizada correspondia à cobertura de uma 
área, cuja base tinha comprimento conhecido, por uma 
cadeia de triângulos, em que os vértices se encontravam. 
Para determinar essa grande área era preciso estabelecer 
com exatidão os ângulos de grandes triângulos, que devi¬ 
am cobrir a maior região possível (Bühler, 1981, p. 95). 

A possibilidade de unir seu interesse em geodésia, com 
um novo desafio, e que traria ganhos extras, atraiu Gauss 
para a determinação da triangulação da região de Hanno- 
ver, assumindo o cargo de diretor do projeto sob o convite 
de seu amigo, o astrônomo Heinrich Christian Schumacher 
(1780-1850). 

Os trabalhos de medição não foram poucos e Gauss e- 
xecutou os trabalhos de campo pessoalmente. A determi¬ 
nação das distâncias e ângulos necessitava de uma linha de 
visão clara e ampla entre os pontos trigonométricos. Além 
disso, as condições de trabalho eram precárias e o apoio 
financeiro insuficiente. As medidas de campo levaram 
aproximadamente oito anos, terminando em 1825, quando 
Gauss se restringiu à supervisão e cálculos, terminando e 
publicando a análise da triangulação em 1847. 
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As medidas em Hannover serviram como base para vá¬ 
rios trabalhos. Diretamente relacionados às medidas, po¬ 
demos destacar a construção de um aparelho (o heliotró- 
pio) que permitia visualizar a reflexão do Sol nos vértices 
dos triângulos de interesse, e para o tratamento das medi¬ 
das, Gauss aprimorou o método dos mínimos quadrados 
(May, 2007, p. 988). 

O interesse pela geodésia ficou demonstrado em outros 
trabalhos, como Allgemeine Auflõsung der Aufgabe die 
Theile einer gegebenen Flãche auf einer anderen gegebe- 
nen Flãche so auszubilden, dass die Abbildung dem Abge- 
bildeten in den kleinstein Theilen ãhnlich wird^, publicado 
em 1825, que postumamente, junto com outros estudos de 
geodésia, possibilitou a generalização da projeção carto¬ 
gráfica de Mercator (May, 2007, p. 989). Este trabalho 
também permitia, aplicado em diferentes casos, o mapea¬ 
mento de superfícies, como o mapeamento de um elipsói- 
de de rotação sobre uma esfera. 

Outro trabalho, fruto indireto das medidas de Hanno- 
ver, foi Disquisitiones generales circa superfícies curvas , 
publicado em 1828, que é o objeto de estudo deste livro. 

Muitos autores associam as medidas que Gauss obteve 
em Hannover a uma suposta tentativa de “demonstração 
empírica” da validade ou não do postulado das paralelas 
(Breitenberger, 1984). No entanto, Gauss nunca publicou 
nenhum trabalho em que discutisse as idéias da geometria 
não-euclidiana, seja antes ou mesmo depois de conhecer 


^ “Solução geral do problema de reproduzir as partes de uma dada área 
sobre outra área dada, de tal forma que em suas mínimas partes a re¬ 
produção seja semelhante ao reproduzido”. Este trabalho foi escrito 
em 1822 para concorrer a um prêmio oferecido pela Academia de 
Copenhagen. 

’ Um manuscrito, com data de 1825, já tratava do mesmo tema, mas 
só foi publicado em 1829. 
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os trabalhos de Franz Adolph Taurinus (1794-1874), János 
Bolyai e Lobacevskií. Em algumas cartas que escreveu 
para Schumacher e Christian Ludwig Gerling (1788- 
1864), Gauss trata superficialmente da existência de uma 
geometria não-euclidiana (Bühler, 1981, p. 101). Mas con¬ 
siderando-se que cartas são documentos confidenciais, que 
não se espera se tornem públicos imediatamente, é possí¬ 
vel afirmar que Gauss não deu uma contribuição relevante 
para as geometrias não-euclidianas, enquanto relacionada 
ao estudo do postulado das paralelas. Também não parece 
que ele tivesse a intenção de utilizar as medidas de Han- 
nover para testar o postulado das paralelas (Miller, 1972). 

Durante a década de 1830, Gauss deu colaborações à fí¬ 
sica, principalmente para o magnetismo, em que trabalhou 
com a ajuda de Wilhelm Eduard Weber (1804-1891), além 
de continuar com seus trabalhos sobre matemática. Na 
década de quarenta, Gauss ocupou-se com a solução de 
pequenos problemas, algumas observações no observató¬ 
rio de Gõttingen e a finalização dos cálculos da triangula¬ 
ção de Hannover. Passou também a se dedicar mais à sua 
posição de professor, tendo entre seus alunos Julius Wi¬ 
lhelm Richard Dedekind (1831-1916) e Georg Friedrich 
Bernhard Riemann. 

Depois de 1850, com uma doença cardíaca em estado 
avançado (adquirida durante as medidas de campo de 
Hannover), Gauss restringiu suas atividades. Em 1854 as¬ 
sistiu à dissertação inaugural de Riemann (Ueber die Hy- 
pothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegerí), em 
que seu trabalho sobre as superfícies curvas de 1827 foi 
generalizado para n-dimensões e, no fim de fevereiro de 
1855, faleceu durante o sono. 

Gauss, que muitas vezes é chamado de “príncipe dos 
matemáticos”, é descrito como alguém de personalidade 
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difícil, frio, conservador e nacionalista, trabalhando sem¬ 
pre isoladamente (May, 2007, p. 994). Avesso a contro¬ 
vérsias, Gauss não se envolveu com as idéias revolucioná¬ 
rias da matemática no século XIX, como a geometria não- 
euclidiana e a geometria projetiva analítica, que poderiam 
lhe causar “desconforto” perante os membros da comuni¬ 
dade científica. No entanto, ainda que o próprio Gauss não 
tenha tido essa intenção, foi seu trabalho sobre superfícies 
curvas e geodésia teórica {Disquisitiones generales circa 
superfícies curvas) que permitiu posteriormente estabele¬ 
cer uma relação entre a geometria não-euclidiana de Bol- 
yai e Lobacevskií e a geometria de Riemann e o estabele¬ 
cimento de uma geometria diferencial não-euclidiana. 

A obra Disquisitiones generales circa superficies curvas 

O objetivo principal de Gauss no seu longo artigo Dis- 

O 

quisitiones generales circa superficies curvas é o estudo 
de superfícies curvas, de uma forma geral - o que, segun¬ 
do o autor, não havia sido totalmente explorado pelos ge- 
ômetras. A representação de uma superfície sobre outra, 
na qual as pequenas partes mantêm-se inalteradas, havia 
sido estudada antes no já citado artigo de 1822, publicado 
em 1825, Allgemeine Auflôsung der Aufgabe die Theile 
einer gegebenen Flãche auf einer anderen gegebenen 
Flâche so auszubilden, dass die Abbildung dem 
Abgebildeten in den kleinstein Theilen ãhnlich wird. O que 
Gauss pretendia no novo artigo era detalhar o estudo de 
superfícies curvas sob outro ponto de vista. 

Para isso ele faz uso de uma esfera auxiliar, de raio 
unitário (ver seção 1 desta obra). Cada direção no espaço. 


* A pronúncia correta do título latino deve levar em eonta que a sílaba 
ge de generales deve ser lida como gne; e que as sílabas cir e cies das 
palavras circa e superficies devem ser lidas como kir e kies. 
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determinada por uma linha reta, pode ser associada a um 
raio de uma esfera auxiliar (paralelo à reta), ou ao ponto 
da superfície dessa esfera onde termina esse raio. Aparen¬ 
temente, esse método foi introduzido por Gauss por analo¬ 
gia ao procedimento utilizado pelos astrônomos: 

Este procedimento concorda basicamente com aquilo 
que é constantemente empregado em astronomia, on¬ 
de todas as direções se referem a uma esfera celeste 
fictícia de raio infinito. (Gauss, [1827] 1965, p. 45) 


DISQUISITIONES GENERALES 

C I R C A 

superfícies curvas 


A U C T o R E 

CAROLO FRIDERICO GAUSS. 


GOTTINGAE 

TYPIS OIETERICniANIS. 
MDCCC XXVII r. 
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Com o uso da esfera auxiliar para mapear superfíeies 
curvas, Gauss pôde utilizar teoremas da trigonometria es¬ 
férica, que já eram conhecidos, para estudar superfícies 
quaisquer. Consideremos uma superfície curva diferenciá- 
vel: é possível traçar um plano tangente em cada ponto da 
superfície e, sobre este ponto, uma normal ao plano tan¬ 
gente. A direção no espaço desse plano tangente é deter¬ 
minada pela direção de sua normal, que por sua vez pode 
ser caracterizada pela direção de um raio paralelo a ela, na 
esfera auxiliar, e por um ponto sobre a superfície da esfera 
(ver seção 4 desta obra). A cada ponto da superfície curva 
pode ser associado um ponto sobre a superfície esférica 
auxiliar, de tal modo que suas normais sejam paralelas. 

Note-se que, a rigor, temos na esfera sempre dois raios 
opostos, paralelos a qualquer reta. Gauss considera sempre 
retas orientadas, o que elimina a indeterminação dessa 
correspondência. 

Deste modo, para cada ponto na superfície, corres¬ 
ponde um ponto sobre a esfera; então, geralmente fa¬ 
lando, para cada linha sobre a superfície curva corres¬ 
ponderá uma linha sobre a esfera, e para cada parte da 
primeira superfície [superfície curva genérica] corres¬ 
ponderá uma parte da última [esfera auxiliar]. (Gauss, 
[1827] 1965, p. 46) 

Utilizando essa correspondência entre pontos da super¬ 
fície curva e da superfície esférica auxiliar, cada parte da 
superfície curva possui uma área correspondente sobre a 
esfera auxiliar. A essa área sobre a superfície esférica au¬ 
xiliar, Gauss dá o nome de curvatura íntegra da parte da 
superfície curva a que ela corresponde (ver seção 6 desta 
obra). A curvatura íntegra pode assumir um sinal negativo 
ou positivo, dependendo da posição em que é representada 
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a área sobre a esfera auxiliar. Esse foi um conceito novo 
introduzido por Gauss em seu trabalho de 1827. 

Gauss introduziu depois uma nova idéia, que é a de 
medida de curvatura em um ponto da superfície curva. A 
medida de curvatura k em um ponto da superfície curva é 
o valor da fração cujo denominador é a área de uma parte 
“infínitamente pequena” da superfície curva naquele pon¬ 
to, e cujo numerador é a área que essa parte ocupa sobre a 
superfície da esfera auxiliar (ver seção 6 desta obra). Po¬ 
demos representar esse conceito, com notação contempo¬ 
rânea (não utilizada por Gauss), como: 


k 


,. AS* 
lim — 
A5^0 AS 


onde AS é ã área da superfície curva, e AS* é a área da 
superfície correspondente sobre a esfera auxiliar. A inte¬ 
gral de área da medida de curvatura, sobre toda a superfí¬ 
cie curva, é igual à curvatura íntegra da superfície. 

Euler, em 1767, já havia definido um outro conceito de 
curvatura para superfícies, mas sua definição dependia dos 
raios máximo R e mínimo r dos círculos osculantes à su¬ 
perfície, em planos normais à mesma, no ponto (Euler, 
1767, p. 142). A curvatura era definida como k = 1/Rr. A 
definição de Gauss parece totalmente diferente, mas na 
verdade não é. Gauss define a curvatura pela razão entre 
as áreas da figura sobre a esfera auxiliar e sobre a superfí¬ 
cie curva. Como o raio da esfera auxiliar tem o valor uni¬ 
tário, sem unidade dimensional, a área da figura sobre a 
esfera também não tem unidade dimensional. Como a área 
da figura sobre a superfície curva tem dimensão de com¬ 
primento ao quadrado, a curvatura terá dimensão do inver¬ 
so de comprimento ao quadrado, como também ocorria no 
caso da curvatura de Euler. Além disso, Gauss provou em 
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seu trabalho de 1827 que os dois conceitos coincidem 
também quantitativamente (ver seção 8 desta obra). 

Há, no entanto, diferenças. A curvatura de Euler só po¬ 
de ser definida em um único ponto. Pelo contrário, o con¬ 
ceito introduzido por Gauss pode ser aplicado em um pon¬ 
to (utilizando-se figuras infinitesimais), mas também pode 
ser aplicado a uma região finita da superfície. 

O cálculo da medida de curvatura e, consequentemente, 
da curvatura íntegra, depende da natureza da superfície 
curva. Gauss estabelece três métodos de descrever a natu¬ 
reza da superfície curva e para cada um desses métodos, 
ele encontra a expressão para a medida de curvatura. 

O método mais familiar é considerar que qualquer pon¬ 
to da superfície curva pode ser descrito por coordenadas 
retangulares x, y, z, e então expressar uma coordenada (por 
exemplo, z) como função das outras duas (ver seção 4 des¬ 
ta obra). A expressão para a medida de curvatura nesse 
caso depende de funções das coordenadas x, y. 

Outro método para descrever a natureza da superfície 
curva (que é considerado mais importante por Gauss) é 
considerar que cada uma das coordenadas x, y, z é função 
de duas novas coordenadas p, q, definidas sobre a superfí¬ 
cie (ver seção 4 desta obra) e que atualmente denomina¬ 
mos “coordenadas curvilíneas” ou “coordenadas intrínse¬ 
cas”. A expressão para a medida curvatura com esse mé¬ 
todo possui quinze elementos, que dependem apenas de 
funções das novas coordenadas p, q e suas diferenciais de 
primeira e segunda ordens; e permite encontrar um dos 
teoremas mais importantes da geometria diferencial. 


22 




Fig. 4 - Johann Cari Friedrich Gauss, aos 51 anos de idade, em 1828 
(ano de publicação de seu trabalho Disquisitiones generales circa 
superfícies curvas). 


O elemento de linha na superfície, descrita pelas coor¬ 
denadas curvas, pode ser escrito como uma forma quadrá¬ 
tica s/E{ápY + 2Fápáq + G{áq)‘^, onde E, F, G são fun¬ 
ções das coordenadas p, q (ver seção 12 desta obra). Gauss 
provou que é possível determinar a curvatura em um ponto 
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da superfície conhecendo-se esses coeficientes e suas de¬ 
rivadas em relação a p, q. Dessa forma, sabendo o elemen¬ 
to de linha é possível determinar a medida de curvatura 
sem fazer uso das coordenadas espaciais externas x, y, z. O 
estudo da superfície e de suas propriedades toma-se, as¬ 
sim, dependente apenas de coordenadas e funções intrín¬ 
secas à superfície, sem qualquer menção ao espaço tridi¬ 
mensional em que ela está colocada. 

Um resultado direto dessa análise de Gauss é o seguinte 
teorema: Se uma superfície curva pode ser aplicada sobre 
outra superfície, a medida de curvatura em cada ponto 
permanece inalterada (ver seção 12 desta obra). Ou seja, 
se na aplicação de uma superfície curva sobre outra não há 
alterações no elemento de linha (a distância entre dois 
pontos correspondentes quaisquer permanece inalterada), 
então a medida de curvatura das duas superfícies é a mes¬ 
ma. Por exemplo, toda superfície que pode ser aplicada 
sobre um plano (uma superfície cilíndrica ou cônica, por 
exemplo) possui a mesma curvatura do plano (zero). Este 
teorema mostra a grande importância do estudo das formas 
quadráticas e foi considerado por Gauss um dos pontos 
mais importantes do trabalho em questão, pois a superfície 
curva passa a ser determinada por propriedades intrínsecas 
(os coeficientes E, F, G como funções de p, q), das quais 
podem ser calculadas todas as outras grandezas, como o 
elemento de linha e a medida de curvatura. 

Partindo dessa análise, Gauss faz um estudo das geodé¬ 
sicas (“linhas mais curtas”) sobre a superfície curva, con¬ 
siderando que esta é determinada quando a integral do e- 
lemento de linha é mínima (ver seção 14 desta obra). Ele 
estabelece teoremas para essas linhas mais curtas, como: 
Se forem traçadas inúmeras linhas mais curtas em uma 
superfície curva, a partir do mesmo ponto inicial, a linha 
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que une as suas extremidades é perpendicular a cada uma 
delas (ver seção 15 desta obra). 

O conhecimento das geodésicas sobre uma superfície 
qualquer e a determinação da medida de curvatura para 
cada ponto da superfície permitem que se construa qual¬ 
quer figura geodésica sobre esta superfície e o estudo de 
suas propriedades, que dependem apenas das propriedades 
intrínsecas da superfície. Gauss analisa um triângulo geo¬ 
désico sobre a superfície curva e encontra o seguinte teo¬ 
rema: 


O excesso que ultrapassa 180° da soma dos ângulos 
de um triângulo formado por linhas mais curtas sobre 
uma superfície côncavo-côncava, ou aquilo que falta 
para 180° da soma dos ângulos de um triângulo for¬ 
mado por linhas mais curtas sobre uma superfície 
côncavo-convexa, é medido pela área da parte da su¬ 
perfície esférica que corresponde, pelas direções das 
normais, àquele triângulo, se a superfície total [da es¬ 
fera] for considerada igual a 720 graus. (Ver seção 20 
desta obra.) 

A relação entre a soma dos ângulos e a área já era co¬ 
nhecida para um triângulo esférico, apenas (Legendre, 
1817, p. 426). Gauss está tratando de uma superfície curva 
qualquer e obtém o resultado considerando propriedades 
intrínsecas. 

No caso de um triângulo finito, a curvatura pode ser di¬ 
ferente em cada um dos vértices. Gauss comparou o triân¬ 
gulo geodésico a um triângulo plano com lados de mesmo 
comprimento e analisou a diferença angular em cada um 
dos vértices do triângulo formado por linhas geodésicas 
(ver seção 25 desta obra). A expansão em série dos três 
ângulos do triângulo, considerando as mesmas coordena¬ 
das polares, permite generalizar o resultado para um triân- 
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guio qualquer e obter a relação entre os ângulos e a área, 
que no caso de uma superfície esférica é semelhante ao 
resultado encontrado por Legendre (ver seção 27 desta 
obra). 

Fazendo as devidas correções e aproximações, Gauss 
encontra a relação entre os ângulos para um triângulo so¬ 
bre uma superfície curva qualquer e depois considera o 
caso do triângulo sobre a superfície muito próxima de uma 
esfera. Este caso pode ser associado ao triângulo sobre 
uma região de Hannover que Gauss estava trabalhando, 
entre as cidades de Hohehagen, Brocken, Inselberg (ver 
seção 28 desta obra). 

Ainda que os resultados encontrados não sejam úteis na 
aplicação para a triangulação geográfica, o trabalho de 
Gauss é muito importante, pois permitiu analisar uma su¬ 
perfície através de suas propriedades intrínsecas, e não 
mais através da projeção sobre os eixos cartesianos, esta¬ 
belecendo um novo ponto de vista para o estudo das for¬ 
mas quadráticas. 

Todo o tratamento que Gauss faz para a superfície cur¬ 
va está limitado ao espaço euclidiano tridimensional, mas 
foi baseando-se nesse trabalho que Riemann introduziu 
suas variedades, generalizando os resultados encontrados 
por Gauss para um espaço n-dimensional qualquer. Com 
isso, a geometria não-euclidiana de Lobacevskií e Bolyai 
pôde ser rescrita na notação da geometria diferencial como 
a geometria de um espaço com curvatura negativa. Além 
da generalização para uma geometria diferencial não- 
euclidiana, este artigo de Gauss é fundamental para o es¬ 
tudo das geodésicas em um espaço qualquer, e sua relação 
com princípios da mecânica leva ao teorema das geodési¬ 
cas da relatividade (Silva, 2006). 
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Este livro 

O objetivo deste livro é tomar o artigo de Gauss mais 
acessível ao público de língua portuguesa, considerando 
sua importância no estudo de superfícies curvas e no for¬ 
malismo matemático posteriormente utilizado na geome¬ 
tria não-euclidiana e em relatividade geral. O estudo desta 
obra foi realizado no decorrer da pesquisa de doutorado da 
autora principal (Ana Paula Bispo da Silva), sob orienta¬ 
ção do segundo autor (Roberto de Andrade Martins) em¬ 
bora não tenha sido incorporado à tese resultante^. 

A tradução para o português foi baseada em três ver¬ 
sões do trabalho de Gauss: o texto original em latim 
(Gauss, 1828); uma tradução para o francês (Gauss, 1852), 
que costuma ser atribuída a Tiburce Abadie ou a Abel É- 
tienne Louis Transon, mas que foi publicada de forma a- 
nônima (traduit du latin par M. A., ancien élève de VÉcole 
Polytechnique); e uma tradução para o inglês, por Adam 
Hiltebeitel e James Morehead (Gauss, 1965). A versão em 
inglês apresenta também a tradução do manuscrito de 
1825 e as contribuições feitas por Albert Wangerin na sua 
tradução para o alemão de 1889, que utilizamos em alguns 
comentários. 

Cada seção do artigo foi traduzida para o português a 
partir do original em latim e comentada em detalhes, para 
facilitar sua compreensão, com a inserção de figuras sem¬ 
pre que possível e necessário, para visualização das cons¬ 
truções geométricas. O original, bem como as outras ver¬ 
sões utilizadas, não apresenta figuras. 


^ A tese, sobre história da física, teve como objetivo estudar o desen¬ 
volvimento da mecânica não-euclidiana durante o século XIX (Silva, 
2006). Foi publicado anteriormente um artigo analisando a contribui¬ 
ção de Gauss ã geometria diferencial (Silva & Martins, 2005). 
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A tradução aqui apresentada segue bastante de perto o 
original, utilizando a própria terminologia de Gauss. Na 
tradução evitamos, por exemplo, a palavra “geodésica”, 
pois não foi utilizada por Gauss; empregamos, como o 
autor, a expressão “linha mais curta”. 

Para distinguir mais facilmente o texto de Gauss dos 
comentários acrescentados pelos tradutores, a tradução da 
obra de Gauss está impressa em letras maiores, dentro de 
retângulos. Os comentários estão impressos com letras 
menores, fora dos retângulos. 

Durante o estudo realizado para a elaboração desta o- 
bra, os autores refizeram todas as deduções de Gauss, que 
muitas vezes são obscuras, embora ele sempre indique que 
“é fácil ver” aquilo que omite na sua exposição. Foi possí¬ 
vel acompanhar, com algum esforço, as demonstrações 
implícitas no texto, que são apresentadas aqui nos comen¬ 
tários intercalados â tradução do texto. No entanto, perma¬ 
nece um mistério, para nós, aquilo que guiou o pensamen¬ 
to de Gauss â descoberta dos resultados apresentados em 
sua obra. 

A notação utilizada nas equações, na tradução e nos 
comentários, corresponde à do original, com exceção do 
uso de parênteses e colchetes (que acrescentamos em al¬ 
guns pontos, para maior clareza), potências e derivadas. 
Na notação original Gauss não utiliza o expoente 2, repre¬ 
sentando a segunda potência pela repetição da variável. 
Por exemplo: é representado por pp. A expressão 

{\+t^+i^)Z^=\ é escrita como {\+tt+uu)ZZ=\. O mesmo 
não acontece com as demais potências, pois Gauss utiliza¬ 
va p^, p^, etc. Gauss também não utiliza a notação que atu¬ 
almente empregamos para derivada parcial d , sendo que 
todas as derivadas são representadas indistintamente pela 
letra d. Por exemplo: a equação dX = ff-dx + ^dy está 
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escrita no original como dX = ^dx + ^dy. No caso de 
derivadas de segunda ordem, a expressão utilizada por 
Gausspara0é0. 

Nos comentários também tentamos manter a notação o 
mais próxima possível da utilizada no original, evitando 
uma análise anacrônica dos resultados. Isto pode dificultar 
um pouco a compreensão das deduções, mas permite ao 
leitor ter uma visão autêntica da matemática utilizada por 
Gauss. Em alguns pontos, no entanto, resolvemos utilizar 
notação moderna (vetores, por exemplo) para tornar o ra¬ 
ciocínio de Gauss mais compreensível para o leitor atual. 

Os autores são gratos á Coordenação de Aperfeiçoa¬ 
mento de Pessoal de Nível Superior (CAPES) pela bolsa 
concedida á autora principal durante seu doutorado, bem 
como ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Científi¬ 
co e Tecnológico (CNPq) e à Fundação de Amparo à Pes¬ 
quisa do Estado de São Paulo (FAPESP) pelo apoio con¬ 
cedido ao seu orientador. 
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Investigações gerais sobre superfícies 

curvas 

Disquisitiones generales circa 
superficies curvas 


Johann Cari Friedrich Gauss 
Seção 1. A superfície esférica auxiliar 

1 

Investigações nas quais são consideradas as direções de 
várias retas no espaço adquirem um alto grau de clareza e 
simplicidade se nós empregamos uma superfície esférica 
auxiliar de raio unitário, descrita em torno de um centro 
arbitrário, supondo-se que cada ponto dela representa a 
direção de retas paralelas ao raio que termina nesse ponto. 
Como a posição de todo ponto no espaço é determinada 
por 3 coordenadas, ou seja, pelas distâncias a 3 planos 
fixos mutuamente perpendiculares, antes de tudo é neces¬ 
sário considerar as direções dos eixos perpendiculares a 
esses planos. Os pontos na superfície esférica que repre¬ 
sentam essas direções serão indicados por (1), (2), (3); sua 
distância mútua será um quadrante. Suporemos que as 
direções dos eixos são aquelas em que a coordenada cor¬ 
respondente aumenta. 

Gauss está propondo utilizar uma superfície esférica de raio unitá¬ 
rio, sem unidade dimensional, para representar qualquer direção no 
espaço. 
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A direção de uma reta no espaço é determinada pelo ponto na su¬ 
perfície correspondente ao raio que é paralelo à essa reta. Ou seja, 
para qualquer reta s no espaço, é possível encontrar um raio paralelo, 
numa superfície esférica unitária, que termina em um ponto na super¬ 
fície da esfera. O ponto P dará a direção da reta s (Figura 1). 




Figura 1. 

Não está claro no início do trabalho por que Gauss vai utilizar uma 
superfície esférica auxiliar para analisar uma superfície curva. Uma 
possibilidade, percebida ao longo do artigo, é que para qualquer ponto 
da superfície curva “suave” é possível encontrar um “raio” paralelo á 
normal á superfície. Desse modo cada ponto da superfície curva cor¬ 
responde a um único ponto da superfície esférica auxiliar, e assim é 
possível mapear a superfície curva na esfera. 

Porém, para toda reta seria possível determinar duas direções, já 
que temos um diâmetro paralelo á reta e não somente o raio. Isso leva 
a crer que Gauss estaria trabalhando com retas orientadas, que possui¬ 
riam um sentido específico na superfície esférica auxiliar. 

Anterior a este trabalho, há um manuscrito de Gauss, datado de 
1825, publicado apenas em 1900 (Gauss, [1825], 1965), em que são 
apresentadas as suas idéias iniciais sobre o estudo de superfícies cur¬ 
vas. Nele Gauss inicia por explicar conceitos já conhecidos na época e 
parte da análise de linhas curvas, utilizando um círculo auxiliar de raio 
unitário sem unidade dimensional, para determinar a posição de retas. 
Neste caso é explícita sua preocupação com a direção a ser adotada 
para excluir a possibilidade de uma reta ser representada por dois 
pontos sobre o círculo. 

Para comparar entre si de uma maneira conveniente as dife¬ 
rentes direções de retas em um plano, imaginamos um cír¬ 
culo com raio unitário descrito no plano, em tomo de um 
centro arbitrário. [...] É claro, onde uma definição precisa é 
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necessária, especifica-se desde o início, para toda reta, em 
qual sentido ela aponta. Sem tal distinção, a direção de uma 
reta sempre corresponderia a dois raios opostos. (Gauss, 
[1825], 1965, p. 81) 

No mesmo artigo, quando se refere ao caso tridimensional (super¬ 
fície esférica auxiliar), Gauss pressupõe as considerações iniciais 
bidimensionais e não menciona o sentido que deve ser adotado para a 
reta na superfície esférica auxiliar. 

No espaço, qualquer ponto é determinado por suas coordenadas, 
dadas por 3 eixos mutuamente perpendiculares, ou seja, por exemplo, 
os eixos X, y, z conhecidos. Do mesmo modo que encontramos o raio 
paralelo a uma reta no espaço, encontramos os raios paralelos a esses 
três eixos, que determinarão os pontos (1), (2) e (3) na superfície da 
esfera (figura 2). Neste caso, os eixos são orientados no espaço, e não 
deixam dúvidas quanto à sua direção na esfera. 



Figura 2. 
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Seção 2. Algumas proposições úteis sobre a esfera 
auxiliar 


2 

Será útil condensar aqui algumas proposições que serão 
freqüentemente utilizadas em questões deste tipo. 

I. O ângulo entre duas retas que se cortam é medido pelo 
arco entre os pontos da superfície esférica que correspon¬ 
dem às suas direções [das linhas]. 

Considerando que para toda reta é possível encontrar um raio para¬ 
lelo numa esfera unitária, teríamos dois raios paralelos a duas retas 
quaisquer que se cortam no espaço. Estes raios correspondem a dois 
pontos diferentes na superfície da esfera, e o arco formado entre estes 
dois pontos corresponde ao ângulo entre as duas retas (figura 3). O 
ponto P representa a direção da reta r; o ponto Q representa a direção 
da reta ^ e o arco Q representa o ângulo a. 

S 




Novamente está implícita aqui a orientação da reta no espaço, pois 
se esta não é definida, existe mais de um arco possível determinando o 
ângulo entre as retas. 

Note que Gauss está medindo ângulos através de arcos, em uma 
esfera cujo raio é unitário e adimensional. Isso corresponde ao uso de 
radianos para a medida dos ângulos, embora tal conceito não fosse 
explícito nessa época. 
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II. A posição de qualquer plano pode ser representada 
pelo círculo máximo da superfície esférica cujo plano lhe 
é paralelo. 

Considere um plano qualquer no espaço. Podemos construir um 
plano paralelo a ele que corte a superfície esférica num círculo máxi¬ 
mo. Este círculo de raio máximo corresponderá à posição do plano no 
espaço (figura 4). A direção da normal ao plano é representada pelo 
pólo X sobre a superfície esférica auxiliar. 



III. O ângulo entre dois planos é igual ao ângulo esférico 
entre os círculos máximos que os representam, e, conse¬ 
quentemente, é também medido pelo arco formado entre 
os pólos dos círculos máximos. E, da mesma maneira, o 
ângulo de inclinação de uma reta em relação a um plano é 
medido pelo arco que vai, perpendicularmente, do ponto 
que corresponde à direção da reta até o círculo máximo 
que representa a posição do plano. 

Do mesmo modo que obtemos o ângulo entre duas retas que se 
cortam no espaço, a medida do ângulo entre dois planos será dada 
pelo ângulo sólido formado entre os círculos máximos que represen¬ 
tam a posição dos planos. Lembramos que o pólo corresponde ao 
ponto na superfície da superfície esférica que é gerado a partir do raio 
perpendicular ao círculo máximo. Outra vez temos uma ambigüidade 
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com relação à direção que deve ser adotada para o pólo, já que não é 
especificada a direção dos planos no espaço, sendo possível dois ân¬ 
gulos diferentes entre os pólos. Gauss afirma que este ângulo seria 
medido também pelo arco formado entre os pólos dos círculos máxi¬ 
mos. Porém, teríamos uma nova definição para ângulo sólido, já que o 
máximo valor do arco é 2%, enquanto que o ângulo sólido, como o 
conhecemos, tem um valor máximo de 4ti. O ângulo entre uma reta e 
um plano é dado pelo arco entre o ponto que corresponde ao pólo do 
círculo máximo (plano) e o ponto que representa a direção da linha 
(figura 5). O pólo P representa a direção do plano a; Q é o pólo que 
representa a direção do plano (3. O ângulo co entre a e (3 é representado 
pelo arco Q, ou pelo ângulo sólido correspondente. 


Q 




Figura 5. 

IV. Representemos por x, y, z; x\ y\ z' as eoordenadas de 
dois pontos, r a distâneia entre eles e Z o ponto sobre a 
superfíeie esfériea que representa a direção da reta que 
vai do primeiro ponto até o segundo, teremos: 

x' = X + r cos(l)Z/ 

y' = y + rcos{2)L 

z' — z + r cos(3)Z/ 

Não são todas as equações utilizadas por Gauss que estão numera¬ 
das em seu artigo; assim, adotamos aqui a notação [Gx] para numerá- 
las e facilitar a citação nos comentários. A numeração que aparece no 
original será mantida, sem a letra G. 
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A proposição 4 é uma maneira de determinar a relação entre as co¬ 
ordenadas no espaço tridimensional e os elementos conhecidos da 
superfície esférica auxiliar. Consideremos dois pontos no espaço con¬ 
forme mostra a figura 6. Para facilitar, assumimos que x' = x -\- Ax^ 
etc., sendo a o ângulo entre r e a direção do eixo x. Então 
Ax = r COS a. Pelas proposições anteriores, a corresponde, na super¬ 
fície esférica auxiliar, ao arco (1)E, já que o incremento Ax se dá ao 
longo do eixo x, representado na superfície esférica por (1). Assim, 
Ax = r cos(l)L e, portanto, x' = x -\- r cos(l)L. Fazendo o mesmo 
raciocínio para as coordenadas j e z, temos a relação [Gl]. 



Figura 6. 

Note-se que Gauss utiliza arcos na esfera unitária, em fez de ângu¬ 
los, e que utiliza a notação (1)Z, pouco familiar (para nós) para repre¬ 
sentar o arco entre os pontos (1) e Z. Poderíamos ter introduzido uma 
notação como (1)Z, mas não o fizemos porque seria anacrônico. Em¬ 
bora possa dificultar um pouco a leitura do texto e a compreensão das 
deduções, achamos conveniente manter a notação empregada pelo 
próprio Gauss. 

V. Daqui se segue faeilmente que temos, em geral: 

cos^(l)L + cos^(2)L + cos^(3)L = 1 [G2] 

e se L representa outro ponto qualquer sobre a superfíeie 
esfériea: 

cos(l)Lcos(l)L' + cos(2)Lcos(2)L' + cos(3)Lcos(3)L' = 

= COS LL' [G3] 
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A primeira relação é obtida considerando-se que x, y, z e x\ y, z’ 
são dois pontos quaisquer no espaço que podem ser escritos um em 
relação ao outro como mostra a proposição anterior (como projeções). 
Assim, a distância (ao quadrado) entre eles é dada por: (x' - xf + 
(y' - yf + Q substituindo os valores de x' - x^ y' - y, 

z' - z por rcos(l)L, rcos(2)L, rcos(3)L, dado em [Gl], temos a 
relação [G2] entre os cossenos. 

A outra relação [G3] é obtida considerando-se um terceiro ponto L 
sobre a superfície da esfera. Ela pode ser deduzida analisando-se o 
triângulo formado pela origem da esfera auxiliar e pelos pontos Z, L\ 
Vamos chamar de a o raio que vai da origem (centro da esfera) até 
Z, e de Z? o raio que vai da origem até Z' (figura 7). Consideremos que 
as coordenadas de Z são x*, j;*, z* e as de Z' são x'*, y*, z'*, onde 
introduzimos esta nova notação (com asterisco) para evitar confusão 
com os símbolos utilizados anteriormente. Embora o raio da esfera 
seja unitário, vamos representá-lo por R. 



A distância entre os pontos Z, Z’ será dada por: 

= 2ah cos LL' 

onde, utilizando a notação de Gauss, LL representa o arco entre os 
pontos Z, L (ou o ângulo correspondente), ou seja, o ângulo entre os 
lados a, b. Porém, temos que a = b = Rq, portanto, 

= 2i?2(l -cosZZ') 
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Porém, também pode ser calculado a partir das coordenadas de 
Z, L\ 

c2 = (x'* - x*f + iy'* - y*f + {z'* - z*f 
As coordenadas dos pontos Z, Z' são: 

X* = i?cos(l)Z x’* = i?cos(l)Z' 

y* = i?cos(2)Z = i?cos(2)Z' 

= i?cos(3)Z = i?cos(3)Z' 

Substituindo essas coordenadas na expressão de obtemos: 

[(cos(l)Z — cos(l)Z')^ + 

+ (cos(2)Z — cos(2)Z')^ + (cos(3)Z — cos(3)Z')^] 

Utilizando a relação [G2], que vale tanto para o ponto Z como para 
o ponto Z', essa expressão pode ser simplificada para: 

= 2R^{1 — [cos(l)Zcos(l)Z' + cos(2)Zcos(2)Z'+ 

+ cos(3)Z cos(3)Z']} 

Como já vimos, = 2R^{1 — cosZZ'), portanto: 

= 2R^{1 — [cos(l)Zcos(l)Z' + cos(2)Zcos(2)Z'+ 

+ cos(3)Zcos(3)Z']} = 2R^{1 — cosZZ') 

Assim, obtemos: 

cos(l)Zcos(l)Z' + cos(2)Zcos(2)Z' + cos(3)Z cos(3)Z' = cosZZ', 
que era a relação que queríamos encontrar. 

VI. TEOREMA: Se L, L\ L"' indicam quatro pontos 
sobre a superfície esférica, e A o ângulo que os arcos LL\ 
VV fazem em seu ponto de interseção, então teremos: 

COS LL". COS L'L" - cos LL'". cos L'L" = 

[Cj4J 

= sin LL'. sin L"L'". cos A 

Na demonstração, Gauss utiliza uma relação da trigonometria esfé¬ 
rica, que já era conhecida, e que segue. Sobre a superfície esférica 
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auxiliar, a disposição dos pontos L, L', L" e L'" é como está mostrado 
na figura 8. 



Figura 8. 

Demonstração: A letra A também representa o próprio 
ponto de interseção, e consideremos: 

AL = t AL=f Ar=f AD”=r 

Então teremos: 

COS LL” = COS t. COS t" + sin t. sin t". cos A 
COS L'L'" = COS t'. COS t'" + sin t'. sin t'". cos A [G5] 
COS LL'" = cos t. cos t'" + sin t. sin t"'. cos A 
cos L'L" = cos t'. cos t" + sin t'. sin t". cos A 

e, consequentemente: 

cos LL" cos L'L'" — cos LL'" cos L' L" = 

= cos A (cos t cos t" sin t' sin t"' + cos t' cos t"' sin t sin t"— 

— cos t cos t"' sin t' sin t" — cos t' cos t" sin t sin t"') = 

= cos A(cos t sin t' — sin t cos t') x 
X (cos t" sin t"' — sin t" cos t"') = 

= cos Asin(í' — t) sin(í'" — t") = 

= cos A sin LL' sin L"L'" 

Consideremos os três planos que passam, respectivamente, pelo 
centro da esfera auxiliar e pelos arcos AL, AL" e LL". Alem disso, 
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consideremos o plano tangente à esfera no ponto A. Teremos a figura 
representada abaixo (figura 9). É fácil ver que são válidas as seguintes 
relações geométricas: 

AD = tan AL = tan t O D = sec AL = sec t 

AE = tan AÜ’ = tan f OE = sec AL” = sec t” 


'DAE = A DOE = LL" 



D 

Figura 9. 


Para os triângulos retilíneos DAE e DOE, temos: 

DE^ = AD^ + AE^ - 2AD.AE COS DAÈ 

DE"^ = + OE"^ - 20D.0E cos DOE 

Igualando essas equações e substituindo todos os comprimentos e 
ângulos, obtemos: 

sec t" . sec t. cos LL" = 1 + tan t" . tan t. cos A 
Multiplicando os dois lados por cos t" . cos t, temos 

cos LL" = cos t" . cos t + sin t" . sin t. cos A 

que é a primeira equação de [G5]. 

Do mesmo modo, encontramos as outras equações de [G5], que 
manipuladas como na demonstração apresentada por Gauss, levam a 
[G4]. 

Mas do ponto A saem dois ramos de eada eíreulo má- 
ximo, que formam ali o ângulo meneionado e um outro 
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que é seu complemento, somando 180°. Nossa análise 
mostra que devemos escolher os arcos nas direções que 
vão do ponto L para L\ e do ponto Z" para Z'"; e como 
dois círculos máximos se cortam em dois pontos, é claro 
que qualquer um dos dois pode ser escolhido aleatoria¬ 
mente. No lugar do ângulo A, nós podemos também con¬ 
siderar o arco entre os pólos dos círculos máximos aos 
quais pertencem os arcos ZZ', Z"Z"'. Mas é evidente que 
tais pólos devem ser escolhidos de modo a ficarem locali¬ 
zados em posições semelhantes em relação a estes arcos; 
ou seja, quando vamos de Z para Z' e de Z" para Z'", am¬ 
bos os pólos estão à direita, ou ambos à esquerda. 

Gauss está fazendo considerações sobre a direção a ser tomada na 
escolha dos arcos. Como a relação entre os arcos e A depende do cos 
do arco LL' ou L"L"', a direção escolhida altera o sinal do resultado. 
Neste caso, Gauss menciona a direção que devem ser escolhida para o 
pólo, ou seja, aquela em que os pólos dos dois círculos máximos este¬ 
jam do mesmo lado. 

VII. Sejam Z, Z', Z" três pontos sobre a superfície esférica 
e escolhemos para facilitar: 

[G6] 

cos(l)Z = X cos(2)Z = y cos(3)Z = 2 : 

cos(l)Z' = x' cos(2)Z' = y' cos(3)Z' = z' 

cos(l)Z" = x" cos(2)Z" = y" cos(3)Z" = z" 

e também: 

xy'z'' + x'y"z + x"yz' — xy" z' — x'yz" — x"y'z = A [G7] 

Seja À, o pólo do círculo máximo ao qual pertence [o 
arco] ZZ', este pólo estando localizado de forma seme- 
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lhante, em relação a este arco, como o ponto (1) em rela¬ 
ção ao arco (2)(3)\ Então nós teremos, pelo teorema pre¬ 
cedente 

yz' — y'z = cos(l)A. sin(2)(3). sin LL' 
ou, como (2)(3)=90°, 

yz'— y'z = cos{l)X. sin LL', [G8] 

e também 

zx' — z'x = cos(2)A. sin LL' 
xy' — x'y = cos(3)A. sin LL' 

Multiplicando essas equações respectivamente por x", 
y", z" e somando-as, obtemos, utilizando o segundo dos 
teoremas deduzido em V, 

A = COS AL", sin LL' 

Gauss aplica o resultado da segunda parte da proposição V aos 
pontos (1), (2), (3) e À, de modo que Z" e Z’” formam um arco entre os 
pontos (2) e (3); ZZ' defmem um plano, cujo pólo Z fará com (1) o 
mesmo ângulo que faz o plano do arco ZZ' com o arco Z"Z'", esco¬ 
lhendo desta forma o sentido da normal (direção do pólo) para fora 
(ver figura 8). Como (1)Z é o ângulo entre os pólos dos círculos má¬ 
ximos que contêm, respectivamente, ZZ' e Z"Z'", ele será igual ao 
ângulo entre os arcos (propriedade III) e, portanto, igual av4. Se o arco 
(2)(3) é o arco Z"Z'", então podemos associar: Z"=(2) e Z'"=(3). Subs¬ 
tituímos em [G4] e temos: 

cosZ(2). cosZ'(3) — COS A(3). cosZ'(2) = sinZZ'. sin(2)(3). cos(l)A 

Usando o conjunto de equações [G6], temos: 


^ Neste e em outros pontos, Gauss diferencia aquilo que chamamos 
atualmente de triedros dextrógiros e levógiros. Os pontos (1), (2), (3) 
indicam as direções dos eixos x, y, z que formam um triedro dextrógi- 
ro. Se Z, Z, Z' estiverem em posições mútuas correspondentes a (1), 
(2), (3), também formarão um triedro dextrógiro. 
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yz' — zy' = sinl/I/'. sin(2)(3). cos(l)A 

onde (2)(3) é o ângulo entre os eixos y, z, sendo portanto igual a 90°, 
logo sin (2)(3)=1. Desse modo Gauss encontra a primeira das equa¬ 
ções de [G8]. As outras equações são obtidas com o mesmo procedi¬ 
mento, associando o arco L"L'” aos arcos (3)(1) e (1)(2). 

Fazendo a operação sugerida (multiplicação e soma de [G8]), en¬ 
contramos o valor de A em função de A, L, L', L" [G9]. 

Devem ser distinguidos três casos. Primeiro, quando 
Z" está no mesmo círculo ao qual pertence o arco LL', 
teremos XL"=90°, e consequentemente, A=0. Se Z" está 
fora deste círculo máximo, teremos o segundo caso, 
quando ele [Z"] está do mesmo lado que Z; e o terceiro 
caso quando eles estão em lados opostos. Nos dois últi¬ 
mos casos os pontos Z, Z', Z" formarão um triângulo esfé¬ 
rico, e no segundo caso estes pontos estarão da mesma 
ordem que os pontos (1), (2), (3), e no terceiro caso em 
ordem oposta. Denotando os ângulos desse triângulo sim¬ 
plesmente por Z, Z', Z" e a perpendicular sobre a superfí¬ 
cie esférica, do ponto Z" ao lado LL por p, teremos 

sinp = sin Z. sin LL" = sin L'. sin L'L" [GlO] 

e 

AZ" = 90°tp 

sendo válido o sinal superior no segundo caso e o inferior 
para o terceiro. _ 

Considerando a figura 10a, podemos apliear o mesmo procedimen¬ 
to utilizado no teorema da proposição VI, para encontrar a relação 
entre os areos e os ângulos, o que é parte da trigonometria esférica 
conhecida na época, desenvolvida pelos antigos astrônomos. As rela¬ 
ções são: 

sin a = sin A. sin c 
tana = tanÁ.sinb 
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COS c = COS b. COS a 
tan b = COS A. tan c 


B 



L" 



Figuras 10a e 10b. 

Observemos agora a figura 10b, que é a construção proposta por 
Gauss no segundo caso, quando Z" está do mesmo lado que X. Temos 
as seguintes relações com a figura 9a: arco c=arco LL'=ângulo ZZ"; 
arco a= arco p= ângulo p; Ã= ângulo L. Assim, da primeira equação 
acima, temos: 

sinp = sin Z. sin LL’' 

Se invertêssemos a posição de Z com Z’, o que seria o mesmo que 
observar a figura 10b de ponta cabeça, teríamos o terceiro caso, ou 
seja, com Z" do lado oposto a X. Neste caso, teríamos: arco c= arco 


47 


LL'=ângulo Z'Z"; arco a= arco p= ângulo p; Ã= ângulo L\ Assim, 
comparando com a primeira equação, temos: 

sinp = sin L'. sin L' L" = sin L. sin LL" 

Disto segue-se que: 

±A = sinL.sinLL'.sinLL" = [Gll] 

= sin V. sin LL'. sin L'L" = sin L". sin LL". sin L'L" 

±A = sin L. sin LL'. sin LL" = 

= sin L'. sin LL'. sin L'L" = sin L". sin LL". sin L'L" 

É evidente que o primeiro caso pode ser tratado como 
contido no segundo ou terceiro, e percebe-se facilmente 
que a expressão ±A representa 6 vezes o volume da pirâ¬ 
mide formada pelos pontos L, L\ L" e o centro da superfí¬ 
cie esférica. Finalmente, é claro que a expressão ±A/6 
exprime geralmente o volume de qualquer pirâmide con¬ 
tida entre a origem das coordenadas e os pontos cujas 
coordenadas são: 

_ X, y, z; X, y', z'; x”, y", z". _ 

Na figura 11 representamos um círculo máximo passando pelos 
pontos L, U, com pólo X. Vemos que | sin LL' fornece a área do triân¬ 
gulo formado pela origem (centro da esfera) e por L e L'. A projeção 
de L" na direção de X, ou seja, cos AL", fornece a altura do prisma cuja 
base é o triângulo acima citado, portanto | sinLL'. cos AL" é o volu¬ 
me deste. O volume da pirâmide é 1/3 do volume do prisma corres¬ 
pondente, portanto sinLL'. cos AL" = A [G9] corresponde a 6 vezes 
o volume da pirâmide formada por L, L', L" e o centro da superfície 
esférica. 

Em notação vetorial, temos: 

Ri = xi + yj + zk = OL 
R 2 = x'i + y'j + z'k = OL' 
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R^ = x"i + y"j+z"k = OL" 

X 



Figura 11. Construção dos vértices de uma pirâmide. 

A metade do produto vetorial entre Ri e R 2 corresponde à área do 
triângulo formado pela origem, Z, Z’; e o produto escalar entre R 3 Q o 
resultado anterior corresponde ao volume do prisma de base triangu¬ 
lar. O volume da pirâmide é 1/3 deste resultado, ou seja, é igual a 
1^3 • (^1 X ^2 )• Realizando essas duas operações, temos: 

x"{yz' — y'z) + y"{zx' — xz') + z"{xy' — yx') 

que é o valor de A, ou seja, A é 6 vezes o volume da pirâmide. 
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Seção 3. Continuidades da eurvatura 

3 

Diz-se que uma superfíeie eurva possui uma eurvatura 
contínua em um de seus pontos J, se as direções de todas 
as retas que partem de J em direção a todos os pontos da 
superfície, a uma distância infinitamente pequena [infinite 
parve] de A, se desviam infinitamente pouco de certo pla¬ 
no que passa por A. Esse plano é chamado tangente à su¬ 
perfície curva no ponto A. Se esta condição não é satisfei¬ 
ta para algum ponto, a continuidade da curvatura é inter¬ 
rompida ali, como acontece, por exemplo, no vértice de 
um cone. As investigações presentes se restringem às 
superfícies curvas, ou às partes dessas superfícies, que 
não têm a continuidade de sua curvatura interrompida em 
nenhum lugar. Nós devemos somente observar que os 
métodos usados para determinar a posição do plano tan¬ 
gente perdem seu significado em pontos singulares, nos 
quais a continuidade da curvatura é interrompida, e de¬ 
vem levar a soluções indeterminadas. 

Neste parágrafo, Gauss estabelece o que é a continuidade de uma 
curvatura e, em linguagem atual, pode ser interpretado relacionando 
com derivadas, ou seja, uma superfície possui uma curvatura dita 
contínua se todas as curvas traçadas sobre ela possuem derivadas de 
primeira ordem contínuas em todos os seus pontos. Feita a definição 
de curvatura contínua, Gauss se refere aos métodos de se determinar a 
posição de um plano tangente a uma superfície curva qualquer. A 
determinação da posição do plano tangente é também a determinação 
da normal no ponto, ou seja, a cada ponto de uma superfície curva 
será associada uma direção dada pela normal ao plano tangente naque¬ 
le ponto. Esse conceito será importante para analisar o deslocamento 
de um vetor sobre a curva e determinar a curvatura da superfície, 
como Gauss expõe na seção a seguir. 
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Desta seção em diante, as proposições dadas na seção 2 serão apli¬ 
cadas com a finalidade de obter as propriedades da superfície curva. 
Fica então justificada a necessidade inicial de utilizar uma superfície 
esférica auxiliar para especificar direções de retas, planos e ângulos do 
espaço. Cada ponto da superfície curva será representada por um pon¬ 
to da superfície esférica auxiliar, desde que seja possível traçar um 
plano tangente à superfície em todos os pontos considerados e definir 
a normal à superfície em cada ponto. Em todo o seu estudo, Gauss se 
restringe assim às superfícies curvas “suaves”, que obedecem a tal 
limitação. 
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Seção 4. Os três métodos de descrição de superfícies 
curvas 


4 

A posição [orientação] do plano tangente é indicada 
mais convenientemente pela posição [direção] da reta 
normal ao plano no ponto A, a qual também é chamada de 
normal à superfície curva [no ponto A], Representaremos 
a direção desta normal pelo ponto L sobre a superfície 
esférica auxiliar, e escolheremos: 

cos(l)L = X] 

cos(2)I/ = Y ; 

cos(3)L = Z; 

e indicaremos as coordenadas do ponto A por x, y, z. 
Sejam também x+dx, y+dy, z+dz as coordenadas de outro 
ponto A' sobre a superfície curva; dx é sua distância até A, 
que é infinitamente pequena; e, finalmente, seja A, o ponto 
sobre a superfície esférica representando a direção do 
elemento AA\ _ 

Observando a figura 12, temos as posições dos pontos deseritos 
sobre a superfieie esfériea auxiliar. 
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As direções que L qX representam são obtidas através do raio da 
superfície esférica que é paralelo à normal e ao elemento d^, respecti¬ 
vamente. O raio da superfície esférica auxiliar paralelo à direção da 
normal à superfície no ponto A determina L. Do mesmo modo, X pode 
ser determinado a partir do raio da superfície esférica paralelo à dire¬ 
ção do elemento de linha ás. As coordenadas do ponto L sobre a su¬ 
perfície esférica são denominadas por letras maiúsculas X, Y q Z\ en¬ 
quanto que as coordenadas do ponto A que lhe corresponde na super¬ 
fície curva são denominadas por letras minúsculas x,yez. 


Então teremos: 


dx = ds. cos(l)A 


dy = ds. cos(2)A 

[G12] 

dz = ds. cos(3)A 


e, eomo XL deve ser igual a 90°, 


X cos(l)A + Y cos(2)A + Z cos(3)A = 0 

[G13] 

e eombinando essas equações deduzimos 


Xdx + Ydy + Zdz = 0 

[G14] 


As expressões para dx, áy, áz são as projeções do elemento de li¬ 
nha que tem direção OX. Multiplicando, respectivamente, as projeções 
por A, 7, Z, temos, de [G3] 


X cos(l) A + Y cos(2) A + Z cos(3) A = cos AL 

Como L representa a normal à superfície e X representa a direção 
de ás, portanto no plano tangente à superfície, AL = 7r/2 e cos AL=0. 
Assim encontramos [G13]. 

Em linguagem atual, como L q X representam direções, podemos 
escrevê-los utilizando vetores. 

L = Vi 

X = V2 

Assim, suas componentes são: 
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cos(l)L = Vix = X 
cos(2)L = Viy = Y 
cos(3)L = Viz = ^ 
cos(l)A = V2x = dx/ds 
cos(2)A = V2y = dy/ds 
cos(3)A = V 2 z = dz/ds 

O produto escalar dos vetores correspondentes a A e L é dado por: 

ÍA • + V,yV2y + V1.V2. = COS AL 


como AL=90°, cos AL=0, assim: 

X cos(l)A + Y cos(2)A + Z cos(3)A = 0 


Substituindo as igualdades de [G12], temos: 

^^dx ^,dy ^dz 

X—+Y^ + Z— = 0 
d5 ds d5 

Portanto: 


Xdx -\-Ydy Zdz = 0 

Esta equação associa as direções da normal ao plano tangente no 
ponto A com a direção de um elemento de curva que passa pelo mes¬ 
mo ponto. 



Figura 13. 

Para cada ponto da superfície curva suave, é possível determinar o 
plano tangente e, consequentemente, a reta normal. Todas as retas 
normais, correspondentes aos diferentes pontos, serão representadas 
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por raios da esfera auxiliar e possuirão sua origem no centro dessa 
esfera. Sua direção será dada pelo ponto correspondente à extremidade 
de cada raio na superfície esférica. 

É mais fácil visualizar a situação no caso plano: podemos associar 
as normais a uma curva com raios de uma circunferência (figura 13). 
Note que os ângulos entre os raios não são proporcionais ás distâncias 
entre os pontos, e que em alguns casos ocorre uma inversão da ordem 
entre os pontos da linha e o seu mapeamento. 

Há dois métodos gerais para mostrar a natureza de uma 
superfíeie eurva. O primeiro usa uma equação entre as 
eoordenadas x, y, z, que nós podemos supor reduzida à 
forma W=0, onde W será uma função dos indeterminados 
X, y, z. Seja a difereneial eompleta da função W: 

dW = Pdx + Qdy + Rdz [G15] 

e sobre a superfíeie eurva, teremos: 

Pdx + Qdy + Rdz = 0 [G16] 

e, eonsequentemente: 

P cos(l)A -|- Qcos(2)A -|- f?cos(3)A = 0 [G17] 


Gauss procura estabelecer equações que descrevam uma superfície 
curva estabelecendo relações entre as coordenadas de cada ponto. O 
primeiro método adotado assume que W é uma função nula, ou seja: 
W=f{x, y, z)=0 descreve a superfície curva. A diferencial de ^ é: 


,,,, dW ^ dW ^ dW ^ 

dW = - dx + —d^ + —dz = 0 

dx dy dz 


Fazemos: 

^ dW^_dW dW 

-í — “õ ’ ^ ^ ^ 

dx dy dz 

e assim obtemos [G16]. 

Como dx, dy, dz são as projeções de um deslocamento ds sobre a 
superfície, com direção O A, podemos usar a equação [G13] e obtemos 
[G17]: 
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P cos(l)A “1“ Q cos(2)A “|“ /?cos(3)A — 0 


Como esta equação, bem como a estabelecida anteri¬ 
ormente, deve valer para as direções de todos os elemen¬ 
tos ds sobre a superfície curva, nós facilmente percebe¬ 
mos que X, Y, Z devem ser proporcionais a P, Q, R, res¬ 
pectivamente, e consequentemente, como: 

X^ + Y^ + Z^ = 1, 


teremos: 


ou 


X 

Y 

Z 


P 

^p 2 + Q 2 ^R 2 

Q 

^p2 PQ2 + B2 

R 

'^/WTWTW 


X 

Y 

Z 


-p 

~^/WTWTw 

-Q 

^p2 pQ2pR2 

-R 

'^/WTWTW 


[G18a] 


[G18b] 


Comparando a equação [G17] com a equação [G13], ou [G16] 
com [G14], e sendo [G16] e [G17] válidas para qualquer deslocamen¬ 
to ás sobre a superfície curva (em qualquer direção), vemos que os 
coeficientes das equações correspondentes devem ser iguais ou pro¬ 
porcionais, ou seja, nessas condições, se Xáx -\-Yáy Záz = 0 e 
Pdx + Qdy + Rdz = 0, então 
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X _ y _ z 

'p ~ Q~ R 

Da propriedade V, temos : 

cos^(l)L + cos^(2)L + cos^(3)L = 1. 

Lembrando queX=cos(l)Z, e semelhantemente para Y, Z, temos: 

+ y2 + = 1. 


Considerando propriedades de proporcionalidade, encontramos as 
relações entre X,Y,Zq P, Q, R dadas por [G18]. Essa equação permite 
encontrar a direção da normal à superfície curva em cada ponto. 

Note-se que surge uma indeterminação do sinal do resultado, por¬ 
que foi utilizada apenas a condição de perpendicularidade, e há sem¬ 
pre duas retas orientadas normais à superfície em cada ponto. Essa 
indeterminação será discutida por Gauss na seção 5. 


O segundo método expressa as eoordenadas na forma 
de funções de duas variáveis p, q. Suponhamos que a di- 
fereneiação dessas funções dê: 

dx = adp + adq 

dy = bdp + b'dq 

dz = cdp + c'dq 

substituindo esses valores na fórmula dada anteriormente, 
obtemos: 

(aX + bY + cZ)dp + {a' X + b'Y + c' Z)dq = 0 [G20] 

Como esta equação deve valer independentemente dos 
valores das difereneiais dp e dq, evidentemente devemos 
ter: 


aX + bY + cZ = 0 
a'X + b'Y + c'Z = 0 


[G21] 


Disto vemos que X, Y, Z devem ser proporcionais às 
quantidades: 


bd-cb'; cd-ad; ab'-a'b. 
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o segundo método utilizado por Gauss para encontrar a direção da 
normal à superfície curva assume x, y, z como funções de duas variá¬ 
veis quaisquer, assim: 


x(p, q) áx 


dx 

dp 


dp + 


dx 

dq 


dq 


y{p, q) dy 


dy ^ dy 


dq 


z{p,q) -S- d2 


dz 

dp 


dp + 


dz 

dq 


dq 


Gauss utiliza as letras a, a\ b, b\ c, d para representar as derivadas 
parciais das equações acima: 
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dx 

, dx 

dp 




dp 

dq 

dz 

, dz 

dp 

dq 


Substituindo na equação [G14], temos: 

X{adp + a'dq) + Y {bdp + b'dq) + Z{cdp + c' dq) = 0 
(aX + bY + cZ)dp + {a'X + b'Y + c'Z)dç = 0 

Esta equação deve valer tanto para dp=0 quanto para d^=0. As¬ 
sim, considerando esses casos particulares, temos: 

clX bY cZ = 0 
a'X + b'Y + c'Z = 0 

Isolando X na primeira dessas equações e substituindo na segunda, 
temos: 

a'bY + a'cZ = ab'Y + ac'Z 
{a'b-ab')Y = {ac' -a'c)Z 

ou seja: 

Y ac' — a' c 
Z a'b — ab' 

Fazendo o mesmo para as outras coordenadas e usando as proprie¬ 
dades de proporcionalidade, podemos encontrar [G22], onde também 
aparece a indeterminação de sinal explicada anteriormente e que será 
discutida por Gauss mais adiante. 

A esses dois métodos gerais adieiona-se um terceiro, 
em que uma das eoordenadas, por exemplo z, é expressa 
na forma de uma função das outras duas, x, y. Este méto¬ 
do é, evidentemente, somente um easo partieular do pri- 
meiro ou do segundo método. Se fizermos: _ 
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dz = tdx + udy, 


teremos 

X = 

-t 






Y = 

—u 

[G23a] 


y 1 -\- 


z = 

1 



\/i + 


OU 

X = 

t 



y/l + u"^ 



Y = 

U 

[G23b] 


y/l d- d- u"^ 


z = 

-1 



\/l d- d- U^ 



Consideremos um caso particular do primeiro ou segundo método, 
em que uma das coordenadas pode ser escrita como função das outras 
duas (que definem um plano). Assim: 


2 ; = z{x,y) 

3 z 3 z 

dz = —dx + —dy 
3x 3y 


e substituindo as derivadas parciais acima pelas letras: 

dx 
dz 


t = 


u = 


dy 


obtemos: 


dz = tdx + udy 
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Seguindo os procedimentos do primeiro método, podemos escre¬ 
ver as componentes X, Y, Z da normal à superfície curva em cada 
ponto como função de t, u, como mostra [G23]. 
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Seção 5. Região interna ou externa de uma superfície 
curva 


5 

As duas soluções encontradas na seção anterior evi¬ 
dentemente se referem a pontos opostos da superfície 
esférica [auxiliar], ou a direções opostas, o que está de 
acordo com a natureza do objeto, pois a normal pode ser 
traçada para qualquer dos dois lados da superfície curva. 
Se desejarmos distinguir entre as duas regiões próximas à 
superfície, e chamarmos uma de [região] exterior e a ou¬ 
tra de [região] interior, poderemos então associar a cada 
uma das normais sua solução própria, de acordo com o 
teorema deduzido no item VII da seção 2, e da mesma 
forma estabelecer um critério para distinguir uma região 
da outra. 

No primeiro método, um critério seria a partir do sinal 
da quantidade W. Ou seja, em geral a superfície curva se 
divide naquelas regiões em que W permanece com valor 
positivo e naquelas em que o valor de IF é negativo. De 
fato, é fácil ver desse teorema que, se W assume um valor 
positivo na região exterior, e se a normal é considerada 
para fora, a primeira solução deve ser adotada. Além dis¬ 
so, será fácil decidir em cada caso se a mesma regra para 
o sinal de IF é válida para toda a superfície, ou se para 
diferentes partes haverá diferentes regras. Enquanto os 
coeficientes P, Q, R tenham valores finitos, e não se anu¬ 
lem todos ao mesmo tempo, a lei da continuidade impedi- 
rá qualquer mudança. _ 

Gauss está tratando aqui apenas da superfície curva, e não relacio¬ 
na a direção da normal com o raio da superfície esférica auxiliar. As¬ 
sim, para cada ponto da superfície curva é possível associar uma nor¬ 
mal, que poderá ter dois sentidos opostos, definindo uma região “exte- 
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rior” e outra região “interior”. É claro que, para uma superfície curva 
finita e aberta, os nomes “exterior” e “interior” são arbitrários, mas 
Gauss está introduzindo esses termos por analogia com o que ocorre 
em superfícies fechadas, como por exemplo um elipsóide. 

Resta definir qual das duas soluções encontradas em cada método 
determina uma e outra região. No primeiro método, a região exterior 
será definida como aquela em que a direção da normal está associada 
a um sinal positivo para W, e vice-versa. Essa escolha de Gauss pode 
ser entendida pensando-se em uma superfície fechada, como um elip¬ 
sóide com eixos x, y, z, onde temos: 



Quando x=y=z=0, temos um ponto interno (o centro do elipsóide) 
e, nesse caso, W<0. Traçando uma reta que passe pelo centro e por um 
ponto A da superfície do elipsóide, é fácil ver que W permanece nega¬ 
tivo do centro até A, toma-se zero omA q positivo após ultrapassar ^4. 
Assim, o sinal de W poderia servir para distinguir as regiões interna e 
externa. 

Porém, é evidente que esse critério é arbitrário, pois o mesmo elip¬ 
sóide pode ser descrito por: 



e, agora, os sinais de W ’ correspondentes ás regiões interna e externa 
são opostos aos anteriores. Note-se, portanto, que escolher a região 
com W>0 como externa é arbitrário, em todos os casos. 

Adotando-se W>0 como critério para que um ponto seja externo á 
superfície, consideremos a expressão [G15] 

dW = Páx + Qáy + Ráz 

Se dx, áy, áz representam as projeções de um deslocamento cE>0 
da superfície para fora, então áW>0, pela convenção adotada por 
Gauss. Em particular, se o deslocamento ás for na direção da normal e 
no sentido para fora, teremos: 

dx = Xds 
dy = Yds 

dz = Zds 
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Portanto, 


dW = PXás + QYds + RZds > 0 
Como ds > 0, temos 

PX + QY + RZ >d 

e como temos: 

X _ y _ Z 

T ~ Q ~ R 

o único modo de satisfazer a desigualdade acima é adotando [G18a] e 
não [G18b]. 

Como a superfície tem curvatura contínua “suave”, os coeficientes 
P = dW/dx, Q = dW/dy, R = dW/dz não podem mudar brusca¬ 
mente de sinal, e devem se anular ou tomar-se infinitos para que ocor¬ 
ra essa mudança de sinal e a conseqüente inversão de sentido da nor¬ 
mal considerada “externa”. 


Se seguirmos o segundo método, poderemos imaginar 
dois sistemas de linhas curvas sobre a superfície curva, 
para um dos quais p é variável e q constante; e o outro 
para o qual q é variável e p constante. As respectivas po¬ 
sições destas linhas com referência á região exterior deci¬ 
dirão qual das duas soluções deverá ser usada. De fato, 
sempre que as três linhas, a saber, o ramo da linha do 
primeiro sistema saindo de A no sentido em que p aumen¬ 
ta, o ramo da linha do segundo sistema saindo de A no 
sentido em que q aumenta, e a normal em direção à região 
exterior, estejam arranjadas de modo similar aos eixos x, 
y, z respectivamente, a partir da origem das abscissas (por 
exemplo, se tanto para as primeiras três linhas quanto 
para as três últimas, podemos admitir a primeira dirigida 
para a esquerda, a segunda para a direita e a terceira para 
cima), a primeira solução deve ser escolhida. Mas se a 
posição relativa das três linhas é oposta à posição dos 
eixos X, y, z, vale a segunda solução._ 
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No segundo método, como vimos, x,z eram fimções de duas va¬ 
riáveis arbitrárias p, q. No entanto, agora Gauss começa a associar 
essas variáveis a curvas traçadas sobre a superfície estudada - e, como 
veremos, p, q acabam sendo interpretados como coordenadas curvilí- 
neas sobre a própria superfície. Gauss considera um sistema de linhas 
sobre a superfície, para as quais uma dessas variáveis é constante e a 
outra não; forma-se assim uma malha sobre a superfície estudada, e 
cada ponto pode ser localizado por sua referência a essa malha (figura 
14). 



Figura 14. 

Consideremos agora as linhas que passam pelo ponto A e supo¬ 
nhamos que os valores de p, q aumentam nos sentidos indicados pelas 
setas na figura acima, e que a normal á superfície é escolhida no senti¬ 
do indicado. Consideremos os vetores unitários p, q, n nessas direções, 
no ponto A. Note-se que p e ^ são perpendiculares a n, mas não preci¬ 
sam ser perpendiculares entre si. No caso da figura, esses três vetores 
formam um triedro dextrógiro, como o dos eixos x, y, z. Portanto, o 
produto {p X q) ' n será positivo. Note que, se trocássemos as indica¬ 
ções de p e ^ entre si, o triedro passaria a ser levógiro e o produto 
seria negativo. A definição de Gauss para as regiões interna e externa 
á superfície curva não tem relação com a concavidade ou convexidade 
da superfície, no ponto, sendo totalmente arbitrária. 
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Quando apenas p varia, de acordo com [G19], temos um desloca¬ 
mento que tem componentes: 

dx = aáp, áy = báp, áz = cáp 

e portanto o vetor p tem componentes porporcionais a a, b, c. Pode¬ 
mos representá-lo por 

p = kl {ai + bj + ck) 

Da mesma forma, é fácil ver que 

q = k 2 {a'i + b'j + c'k) 


e as duas constantes ki, k 2 são positivas. 

O produto vetorial desses dois vetores será dado por: 


p X q = kik 2 {bc' — cb')i + {ca' — ac')j + {ab' — ba')k 


Como já foi visto, as componentes X, Y, Z da normal á superfície 
no ponto A são proporcionais, respectivamente, a (bc-cb'), {cd-ad), 
(ab-bd) e possuem o mesmo sinal que essas quantidades no caso 
correspondente ás equações [G22a] e sinal oposto no caso [G22b]. 
Portanto, no caso [G22a] o produto {p x q) • h será positivo, e no caso 
[G22b] ocorre o oposto. Isso esclarece a descrição feita por Gauss. 

No terceiro método, pode-se ver que, quando z recebe 
um incremento positivo, mantendo x q y constantes, o 
ponto passa para a região exterior ou interior. No primeiro 
caso, para uma normal com direção para fora, a primeira 
solução vale; no segundo caso, a segunda solução. 

Para o terceiro método, a região exterior é definida como no se¬ 
gundo método. As coordenadas x, y têm o mesmo papel que p, q no 
segundo método, e evidentemente os eixos x, y, z formam um triedro 
dextrógiro. Portanto, se a normal tiver o mesmo sentido que z, caire¬ 
mos no primeiro caso do segundo método. Isso ocorre quando Z>0, ou 
seja, no caso correspondente ao sistema de equações [G23a], confor¬ 
me afirmado por Gauss. 

Toda essa análise das regiões “externa” e “interna” á superfície 
curva é, atualmente, considerada de pequena importância e não tem 
influência sobre as outras partes deste trabalho de Gauss. 
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Seção 6. Curvatura de uma superfície 

6 

Assim como a cada ponto definido sobre a superfície 
curva se faz corresponder um ponto definido sobre a su¬ 
perfície esfériea, pela direção da normal à superfície cur¬ 
va que é transferida para a superfície da esfera, da mesma 
forma também qualquer linha ou qualquer figura sobre ela 
[sobre a superfície curva] será representada por uma linha 
ou figura eorrespondente sobre aquela [a superfície da 
esfera]. Na comparação de duas figuras que se correspon¬ 
dem deste modo, uma das quais será quase uma imagem 
da outra, dois aspectos importantes devem ser considera¬ 
dos, um quando apenas a quantidade é eonsiderada, o 
outro quando, desprezando relações quantitativas, apenas 
a posição é eonsiderada. _ 

Para o mapeamento de uma figura da superfície curva sobre a su¬ 
perfície esférica, deve ser mantido o que foi observado anteriormente, 
ou seja, a cada normal, em cada ponto da superfície curva, correspon¬ 
derá um raio da esfera auxiliar paralelo a ela, e um ponto sobre a su¬ 
perfície esférica. Assim, a uma figura sobre a superfície curva corres¬ 
ponderá uma figura na superfície esférica, embora suas formas possam 
ser muito diferentes. 



4 



Figura 15. 

No caso de uma figura traçada sobre um plano, por exemplo (figu¬ 
ra 15), como todas as normais têm a mesma direção, todos os pontos 
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da figura (qualquer que seja ela) serão representados, na superfície 
esférica auxiliar, por um único ponto. Nesse caso, a “imagem” da 
figura (seu mapeamento sobre a esfera) não tem semelhança com a 
figura original. No caso de uma figura traçada sobre um cilindro, 
como todas as normais são perpendiculares ao eixo do cilindro, o 
mapeamento na superfície esférica será sempre uma parte de um cír¬ 
culo máximo, cujo eixo será paralelo ao do cilindro. 

Ao representar uma figura traçada sobre uma superfície em forma 
de sela por seu mapeamento na esfera auxiliar, ocorre uma inversão da 
ordem de seus pontos (figura 16). Este fato sempre ocorre no caso de 
superfícies com curvatura negativa, como veremos adiante. No caso 
de superfícies com curvatura positiva, embora possa haver deforma¬ 
ção, o mapeamento sobre a esfera auxiliar mantém a mesma ordem 
dos pontos e certa semelhança com a figura original. 



O primeiro desses aspeetos será a base de alguns eon- 
eeitos que pareee útil introduzir na teoria de superfíeies 
eurvas. Assim, a eada parte de uma superfíeie eurva eujos 
limites são determinados por uma eurva feehada assoeia- 
mos uma curvatura total ou íntegra [curvaturam totalem 
seu integram], que é representada pela área da figura so- 
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bre a superfície esférica que lhe é correspondente. Deve- 
se distinguir esta curvatura íntegra de uma curvatura mais 
específica, que chamaremos medida de curvatura [men¬ 
suram curvaturam], Esta última se refere a um ponto da 
superfície, e indica o quociente obtido quando a curvatura 
íntegra do elemento de superfície próxima a um ponto é 
dividido pela área do próprio elemento; e portanto ela 
indica a razão entre as áreas infinitamente pequenas mu¬ 
tuamente correspondentes sobre a superfície curva e sobre 
a superfície esférica. A utilidade destas inovações será 
abundantemente justificada, como esperamos, pelo que 
explicaremos a seguir. Quanto à terminologia, pensamos 
ser especialmente desejável que toda ambigüidade seja 
evitada. Por esta razão pensamos ser vantajoso seguir 
estritamente a analogia da terminologia comumente ado¬ 
tada (ainda que não seja aprovada por todos) na teoria das 
linhas curvas planas, de acordo com a qual a medida de 
curvatura deveria ser chamada simplesmente curvatura, 
mas a curvatura total, amplitude. Mas por que não ser 
livre na escolha de palavras, contanto que elas não sejam 
sem significado nem sujeitas a uma interpretação engana¬ 
dora? 


A expressão mais usual é de “curvatura integral”, mas note-se que 
Gauss definiu esse conceito sem falar sobre integração, apenas pela 
comparação de uma figura com sua correspondente sobre a superfície 
esférica. Assim, a expressão “curvatura íntegra”, que é a tradução 
literal da terminologia utilizada por Gauss, pode ser mais adequada. 

Se a cada ponto da superfície curva é possível associar uma dire¬ 
ção e um ponto sobre a superfície esférica auxiliar, então uma figura, 
ou mesmo uma linha, possui um correspondente sobre a superfície 
esférica auxiliar. É como se transportássemos retas que dão a posição 
sobre a superfície curva, paralelamente à sua direção, de cada ponto, 
até a superfície esférica auxiliar, onde a direção será dada pelo raio 
paralelo a essa reta. 
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Vejamos o significado da curvatura íntegra em alguns casos espe¬ 
ciais. Se considerarmos um hemisfério, em uma esfera de qualquer 
tamanho, seu mapeamento na esfera auxiliar será também um hemis¬ 
fério, cuja área é In (já que seu raio é unitário). Ou seja, todos os 
hemisférios têm a mesma curvatura íntegra. A metade da superfície de 
um elipsóide também será mapeada em um hemisfério da superfície 
esférica auxiliar e também terá curvatura íntegra igual a In. O mesmo 
ocorre com uma superfície de um parabolóide de revolução: sua área 
infinita corresponde á área In de um hemisfério da esfera auxiliar. A 
superfície total (infinita) de um hiperbolóide de revolução, no entanto, 
tem curvatura íntegra inferior a In. 

Qualquer superfície curva “suave” fechada, convexa em todos os 
pontos, será mapeada na superfície toda da esfera auxiliar e terá curva¬ 
tura íntegra igual a 4n. Não se pode aplicar esse raciocínio diretamen¬ 
te, no entanto, a uma superfície que tenha parte côncavas e convexas, 
ou a uma superfície toroidal (como uma bóia). 

Um plano infinito é mapeado em um único ponto da superfície es¬ 
férica auxiliar e, portanto, tem curvatura íntegra nula. O mapeamento 
da superfície de um cilindro ou de um cone é uma linha circular na 
superfície esférica auxiliar, e como a área dessa linha é nula, a curva¬ 
tura integral do cilindro e do cone também é nula. 

Antes do trabalho de Gauss já existia uma definição de curvatura, 
bem como métodos para se obter a curvatura de uma linha ou de uma 
superfície. No entanto, a determinação da curvatura de uma superfície 
era feita de outro modo. Euler mostrou que era conveniente defini-la 
através da análise das curvas resultantes dos cortes da superfície por 
um plano normal á mesma (Euler, [1760], 1767). Girando-se esse 
plano em tomo da normal, obtêm-se os valores máximo R e mínimo r 
do raio de curvatura das intersecções entre o plano e a superfície, e a 
curvatura é definida como URr. 

Em seu trabalho de 1825, que só foi publicado postumamente em 
1900, Gauss apresenta detalhadamente o que seria a definição de am¬ 
plitude e curvatura para uma linha. Em tal artigo, ele parte da seguinte 
definição, que pode ser melhor compreendida através da figura 17: 

Se ad é uma parte de uma linha curva, e se as tangentes em 
a, d correspondem, respectivamente, ás direções a,a’, que 
também denotarão os pontos correspondentes sobre o círcu¬ 
lo auxiliar, e se A, A' são suas distâncias ao longo do arco a 
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partir da origem, então a magnitude do arco aa’ ou A'-A é 
chamada amplitude de ad. 


A comparação da amplitude do arco ad com seu compri¬ 
mento nos dá a noção de curvatura. Seja / qualquer ponto 
sobre o arco aa\ e sejam À, A, com referência a este arco, 
como a, A Q d, A' com referência a a e a’. Se agora aX ou 
A-A é proporcional à parte al do arco, então diremos que 
ad está uniformemente curvado em todo o seu comprimen¬ 
to, e chamaremos (A - A)/ (al) ã medida de curvatura, ou 
simplesmente, a curvatura. (Gauss, [1825], 1965, p. 82) 



Figura 17. 

A definição de Gauss de 1825, acima mencionada, dada para uma 
linha, foi estendida no trabalho de 1827 para o caso das superfícies, 
substituindo-se os comprimentos por áreas. 

A curvatura total ou íntegra corresponde á integral sobre a área na 
superfície esférica auxiliar, da medida de curvatura. Assim, a medida 
de curvatura está associada a cada elemento de área que possui uma 
imagem correspondente na superfície esférica auxiliar. Lembrando 
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que a superfície esférica auxiliar possui raio unitário sem dimensão, a 
dimensão da curvatura total será o inverso de uma área. 


A posição de uma figura sobre a superfície esférica 
tanto pode ser similar à posição da figura correspondente 
sobre a superfície curva, quanto oposta (inversa). O pri¬ 
meiro caso ocorre quando duas linhas, a partir do mesmo 
ponto sobre a superfície curva, seguindo em direções di¬ 
ferentes, mas não opostas, são representadas sobre a su¬ 
perfície esférica por linhas similarmente colocadas, ou 
seja, quando a imagem [irnagó] da linha à direita está 
também à direita; o segundo caso é quando vale o contrá¬ 
rio. Distinguimos esses dois casos pelo sinal positivo ou 
negativo da medida de curvatura. Mas, evidentemente, 
esta distinção pode valer somente quando sobre cada su¬ 
perfície escolhemos uma face definida, na qual concebe¬ 
mos estar a figura. Sobre a superfície esférica auxiliar 
consideramos sempre a face exterior, que se opõe ao cen¬ 
tro; sobre a superfície curva também pode ser considerada 
como face exterior aquela já vista, ou melhor, aquela face 
sobre a qual se imagina ser erguida a normal. Pois, evi¬ 
dentemente, não há mudanças em relação à semelhança 
das figuras, se sobre a superfície curva ambos, figura e 
normal, são transferidos para o lado oposto, pois sua ima¬ 
gem é sempre representada sobre o mesmo lado da super- 
ficie esférica. 

O sinal positivo ou negativo, atribuído á medida de 
curvatura de acordo com a posição da figura infinitamente 
pequena, estendemos também para a curvatura íntegra de 
uma figura finita sobre a superfície curva. Entretanto, se 
desejamos discutir o caso geral, algumas explicações se¬ 
rão necessárias, que mencionamos aqui brevemente. 
Enquanto a figura sobre a superfície curva é tal que para 
cada ponto sobre ela há distintos pontos correspondentes 
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sobre a superfície esférica, a definição anterior não preci¬ 
sa de maiores explicações. Mas sempre que esta condição 
não é satisfeita, será necessário considerar no cálculo du¬ 
as ou mais partes da figura sobre a superfície esférica, de 
modo que, para uma posição similar, ou inversa, pode 
ocorrer um acúmulo [soma] de áreas, ou elas [as áreas] 
podem se destruir [subtração]. Em tal caso, o mais sim¬ 
ples é conceber a superfície curva dividida em partes tais 
que cada parte, considerada separadamente, satisfaz a 
condição anterior; atribuir a cada uma das partes sua cur¬ 
vatura íntegra, determinando esta magnitude pela área da 
figura correspondente sobre a superfície esférica, e o sinal 
pela posição dessa figura; e, finalmente, atribuir á figura 
completa a curvatura íntegra, pela adição das curvaturas 
íntegras que correspondem a cada parte singular. Então, 
geralmente, a curvatura íntegra de uma figura é igual a 
f kda, onde da significa o elemento de área da figura, e k 
a medida de curvatura em cada ponto. Os principais pon¬ 
tos envolvendo a representação geométrica desta integral 
se reduzem ao seguinte. À periferia da figura sobre a su¬ 
perfície curva (levando em conta a restrição da seção 3) 
corresponderá sempre uma linha fechada sobre a superfí¬ 
cie esférica. Se essa linha não interceptar a si própria em 
algum lugar, ela dividirá a superfície esférica total em 
duas partes, uma das quais corresponderá à figura sobre a 
superfície curva, e sua área, positiva ou negativa, de acor¬ 
do com sua periferia estar em posição similar ou inversa à 
posição da figura sobre a superfície curva, representará a 
curvatura íntegra da figura [sobre a superfície curva]. Mas 
sempre que esta linha interceptar a si própria uma ou mui¬ 
tas vezes, dará uma figura complicada, à qual, entretanto, 
é possível atribuir uma área definida tão legitimamente 
quanto no caso de uma figura sem nós; e esta área, corre- 
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tamente interpretada, dará sempre o valor exato para a 
eurvatura íntegra. Entretanto, deveremos reservar para 
outra oeasião a exposição mais detalhada da teoria destas 
figuras sob um ponto-de-vista geral. 

No caso da definição de curvatura de Euler, a curvatura de uma 
superfície era considerada negativa quando, girando-se o plano em 
tomo da normal à superfície, a curva resultante da intersecção mudava 
o sentido de sua concavidade. A análise de Gauss é bastante diferente. 



A posição da figura sobre a superfície esférica auxiliar pode ser 
semelhante ou inversa daquela sobre a superfície curva, dependendo 
da direção da normal adotada em cada ponto da figura, o que é melhor 
visualizado na figura 18. Quando a posição é semelhante, a medida de 
curvatura, e consequentemente a curvatura íntegra, terá sinal positivo; 
caso contrário, o sinal será negativo. 

Como a figura sobre a superfície esférica é formada a partir da 
normal aos pontos, quando a figura possui partes que se cortam sobre 
a superfície curva, a linha formada sobre a superfície esférica pode 
formar uma figura complicada, pois as direções das normais tendem a 
se sobrepor ou se anular. Porém o cálculo da medida de curvatura e da 
curvatura íntegra pode ser feito dividindo-se a figura em partes infini¬ 
tesimais, que possuam continuidade e curvatura constante, e integran¬ 
do-se sobre toda a área da figura que está na superfície esférica. 
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Seção 7. Cálculo da curvatura em um ponto 


7 

Investigaremos agora uma fórmula para exprimir a 
medida de curvatura para qualquer ponto de uma superfí¬ 
cie curva. Seja í/a a área de um elemento desta superfície; 
então Zda será a área da projeção deste elemento sobre o 
plano das coordenadas x, y; e consequentemente, se dS é 
a área do elemento correspondente sobre a superfície es¬ 
férica, ZdS será a área de sua projeção sobre o mesmo 
plano. O sinal positivo ou negativo de Z indicará, de fato, 
se a posição da projeção é similar ou inversa àquela do 
elemento projetado. 

Evidentemente estas projeções têm a mesma razão em 
quantidade e a mesma relação quanto à posição que os 
próprios elementos. Consideraremos agora um elemento 
triangular sobre a superfície curva e suporemos que as 
coordenadas dos três pontos que formam sua projeção 
são: 

X y 

x+dx y~^dy [G24] 

x+ôx y+^y 

o dobro da área deste triângulo será expresso pela 
fórmula: 

dxSy — dySx [G25] 

e esta terá uma forma positiva ou negativa conforme a 
posição do lado a partir do primeiro ponto para o terceiro, 
em relação ao lado a partir do primeiro ponto para o se¬ 
gundo, seja similar ou oposta á posição do eixo y de coor¬ 
denadas em relação ao eixo x de coordenadas. 
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Gauss utilizou as projeções do triângulo sobre a superfície curva e 
do triângulo correspondente sobre a superfície esférica auxiliar, para 
facilitar os cálculos. Ele quer calcular a medida da curvatura, que é 
igual a dS/da. Como já vimos na seção 4, Z representa a projeção da 
reta normal à superfície, de tamanho unitário, na direção z. Portanto, Z 
é igual a cos 0, onde 0 é a direção da normal em relação ao eixo z. 
Este é também o ângulo formado pelo plano tangente com o plano xy. 
Portanto, as projeções dos dois triângulos no plano xy são dS cos 0 e 
da cos 0. A razão k = dS/da pode ser calculada como 

k = (dS cos 0)/(da cos 0) 

Portanto, para determinar a medida da curvatura pode-se trabalhar 
com as projeções dos triângulos, em vez dos próprios triângulos. 



Figura 19. 

Considere a figura 19, onde os pontos assinalados possuem as se¬ 
guintes coordenadas: 

A =(x, y) B={x+hx, y+Sy) C=(x+ck, y+áy) 

D=(x, jF+ôj) £=(x+dx, j+ôjf) F=(x+dx, y) 

Na figura, assumimos x=0, y=0 para facilitar a análise. A área do 
triângulo ABC será igual à área do retângulo ADEF (que vale dx.ôj) 
subtraída da soma das áreas dos triângulos ADB, AFC, BEC. Efetuan¬ 
do os cálculos, temos 

AADB = V2bx?>y 
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A AFC =V2áx áy 
A BEC = V2 (djc - bx){by - áy) 

Note que, ao calcular a área do triângulo BEC, assumimos que dx 
> òx Q òy> áy, que é válido na situação mostrada na figura. No entan¬ 
to, dependendo da posição dos pontos B, C isso já não seria válido. 

Tomando agora a área do retângulo e subtraindo as áreas dos tri¬ 
ângulos, temos: 

A ABC = áx 5 y-y2 òx òy-y2 áx áy - y2 (dx - 5 x)( 5 j; - áy) = 

= ^2 (dx 5 y - 5 x áy) 

Se os pontos B, C estiverem na posição indicada na figura, esse re¬ 
sultado é positivo. Se trocarmos a posição dos pontos B, C entre si, é 
fácil ver que essa expressão se toma negativa. No caso da figura, o 
ângulo de AB para AC é positivo (como o ângulo de x para j^), consi- 
derando-se nossas convenções trigonométricas atuais. No caso contrá¬ 
rio, o ângulo de AB para AC é negativo (como o ângulo de y para x). 

Do mesmo modo, se as eoordenadas dos três pontos 
que formam a projeção do elemento eorrespondente sobre 
a superfíeie esfériea, relativamente ao eentro da esfera, 
são: 

X Y 

X+áX Y+áY [G26] 

X+ÔX 7+Ô7 

o dobro da área desta projeção será expresso por 

dXÔY - dYÔX [G27] 

e o sinal desta expressão é determinado do mesmo modo 
que o anterior. Portanto a medida da curvatura neste pon¬ 
to da superfície curva será: 

^ ^ dXáV - dVáX [G28] 

dxôy— dyôx 

Se agora supomos que a natureza da superfície curva é 
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determinada de acordo com o terceiro método considera¬ 
do na seção 4, X q Y estarão sob a forma de funções das 
quantidades x,y. Teremos, assim: 


dX 

dF 


dX 

dx 

dY 

dx 


dx T 
dx + 


dy 
dY , 
dy 


ÔX 

ÔY 


dX ^ dX ^ 
——ox + -^^—oy 
ox ay 

dY ^ dY ^ 
—ÒX + —òy 
ox ay 


Quando estes valores são substituídos na expressão an¬ 
terior, temos: 


dX dY dX dY 
dx dy dy dx 


[G29] 


Vale ressaltar que a notação adotada nesta tradução não corres¬ 
ponde à notação do trabalho original em latim. Gauss não utilizava a 
notação que conhecemos para derivadas parciais. Ele empregava indi¬ 
ferentemente a notação áX/áx para representar derivadas totais ou de¬ 
rivadas parciais. 

É evidente que a área do elemento triangular sobre a superfície da 
esfera, projetado no plano xy terá a mesma forma, uma vez que o ele¬ 
mento projetado também é um triângulo. Assim, Gauss repete o racio¬ 
cínio anterior, agora com as coordenadas relativas aos eixos que têm 
sua origem no centro da esfera. 

A medida de curvatura é a razão entre a área da figura formada so¬ 
bre a superfície esférica e a área da figura correspondente sobre a su¬ 
perfície curva. Segundo o terceiro método para determinar a normal 
ao plano tangente, as coordenadas X, Y do mapeamento sobre a super¬ 
fície esférica auxiliar podem ser escritas como funções das coordena¬ 
das na superfície curva, no caso x, y, e podemos escrever a terceira 
coordenada (z) como função das duas primeiras (ver [G23]). Assim, 
temos X=X(x, y) e Y=Y(x, y). Fazendo a derivação, encontramos o 
resultado [G29], que fornece a medida de curvatura da superfície no 
ponto considerado, através de relações entre a variação da direção da 
normal (X, 7, Z) e as coordenadas (x, y, z). Pelo método de análise 
utilizado, a coordenada z não aparece neste resultado. No entanto, 
logo em seguida Gauss introduz novamente essa coordenada. 
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Fazendo, como antes: 


e também 

— = T = u 

dx‘^ dx.dy 

ou 

dt = Tdx + Udy 
du = Udx + Vdy 

temos, da fórmula anterior: 

X=-tZ, 

Y=-uZ, 

{\+t^+u^)Z^=\ 


e assim: 


dX = -Zdt- tdZ 
dF = —Zdu — udZ 
(1 + + u^)dZ + Z{tdt + udu = 0 


e então 


dZ = —Z^{tdt + udu 
dX = —Z^{1 + u‘^)dt + Z^tudu 
dF = +Z^tudt — Z^ {1 + t^)du 

^ = Z^[-{1 + u^) T + tuU] 





Segundo o terceiro método de descrição de uma superfície curva, 
podemos escrever uma coordenada em função das outras duas. Assim, 
z=z(x, y) e Gauss chama as derivadas parciais de z em relação a x e j 
do t Q u, respectivamente. Ele também escolhe chamar as derivadas 
segundas de T, U, V q com isso monta a diferencial completa do t q u. 
Das equações [G23] encontra como escrever A e Y como função de Z e 
determina a diferencial completa. Isolando dZ em [G33] encontramos 
a primeira equação de [G34]. Substituindo esta equação nas diferenci¬ 
ais dX e dE, encontramos as outras equações de [G34]. Temos que: 

dX du 

dx dt dx du dx 

e podemos fazer o mesmo para as outras derivadas parciais. Os valo¬ 
res das derivadas parciais podem ser encontrados nas equações dife¬ 
renciais completas. Substituindo estes valores na fórmula para a medi¬ 
da de curvatura dada anteriormente, encontramos [G35]. Podemos ver 
que os elementos que pertencem à medida de curvatura são variações 
da normal sobre a superfície curva, pois são derivadas em relação ao 
eixo das coordenadas. 

Note-se que, agora, desaparecem do resultado final [G35] as coor¬ 
denadas X, Y, Z da normal à superfície; aparecem apenas relações en¬ 
tre as coordenadas do ponto, já que os parâmetros 7, U, V, t, u são 
derivadas parciais de primeira ou segunda ordem de uma coordenada 
em relação a outra. 
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Como já comentamos acima, Gauss não utiliza a notação que co¬ 
nhecemos para derivadas parciais. No caso de derivada segunda, ele 
utiliza a notação ddz/dv^, onde a duplicação da letra d indica a deriva¬ 
da da derivada. De forma análoga, Gauss também não utiliza a nota¬ 
ção de potência para representar quadrados, e sim a duplicação da 
letra correspondente, ou seja, uma expressão que representamos por 
(1+Í^+M^)Z^=1 seria escrita no original como {\+tt+uu)ZZ=\. 
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Seção 8. Relação entre curvatura em um ponto e os 
raios de curvatura 


8 


Por uma escolha adequada de origem e eixos de coor¬ 
denadas, podemos facilmente fazer os valores das quanti¬ 
dades t, u, U se anularem para um ponto determinado A. 
De fato, as duas primeiras condições serão preenchidas ao 
mesmo tempo se adotarmos para o plano das coordenadas 
X, y o plano tangente neste ponto. Se, além disso, colo¬ 
carmos a origem no próprio ponto A, a expressão para a 
coordenada z evidentemente adquire a forma: 

z = + U^xy + + íl [G36] 


onde Q será de ordem superior à segunda. Girando agora 
os eixos X e de um ângulo M de tal modo que 


tan 2M 


TO - yo 


[G37] 


é facilmente visto que deve resultar uma equação da for¬ 
ma 


z = \Tx‘^ + \Vy‘^ + ü [G38] 

e deste modo a tereeira eondição também é satisfeita. 


O método utilizado por Gauss para encontrar a medida da curvatu¬ 
ra em um ponto é completamente diferente da empregada pelos mate¬ 
máticos anteriores. Gauss vai mostrar, nesta seção, que é possível de¬ 
duzir a expressão de Euler para a medida de curvatura de uma superfí¬ 
cie a partir de sua equação. Para isso ele vai realizar uma simplifica¬ 
ção da expressão [G35]. Primeiramente é feita uma transformação de 
coordenadas para que os valores de t, u, U se anulem na equação 
[G35] para um ponto definido. Gauss adota um novo plano xy tangen¬ 
te à superfície no ponto considerado, com a origem do sistema de co- 
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ordenadas no ponto escolhido. Se z=z(x, y), podemos desenvolver esta 
função em uma série de potências em tomo da origem e encontramos 
[G37], onde não aparecem termos de primeiro grau porque o plano 
tangente é paralelo a xy e, portanto, z é máximo, ou minimo, ou possui 
um ponto de inflexão nesse ponto (dz/dx=dz/õy=0). Girando os eixos 
X e 3 ^ de um ângulo adequado, o valor de U irá se anular e encontramos 
[G38]. Note-se que, nesta equação, os valores de T e F são diferentes 
dos anteriores e x, são as novas coordenadas, depois da rotação dos 
eixos. Agora, se t, u, U são iguais a zero, a expressão [G35] para a 
medida de curvatura se reduzirá a um resultado muito simples, k=TV. 
Em seguida, Gauss mostrará o significado geométrico de F e F e dessa 
nova expressão. 

Quando isto é feito, é evidente que: 

I. Se a superfície curva for cortada por um plano que 
passa pela sua normal e pelo eixo x de coordenadas, será 
obtida uma curva plana, cujo raio de curvatura no ponto A 
será igual a \/T, o sinal positivo ou negativo indicando 
que a curva é côncava ou convexa em relação à região em 
que a coordenada z é positiva. 

II. Da mesma maneira l/V será o raio de curvatura no 
ponto A da curva plana que é a interseção da superfície 
curva com o plano que passa pelos eixos yez. 

III. Fazendo x = r cos <f), y = r sin (f), a equação fica 

z = |(T cos^ <t> + V sin^ + íf 

e daí vemos que se a superfície for cortada por um plano 
através da normal em ^ e fazendo um ângulo (|) com o ei¬ 
xo X, teremos uma curva plana cujo raio de curvatura no 
ponto A será 

1 

T cos^ 4> -\-V sin^ (j) 

IV. Portanto, sempre que temos T=V, os raios de cur¬ 
vatura em todos os planos normais serão iguais. Mas se 
T Q V não são iguais, é evidente que, como para qualquer 
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valor do ângulo (|), T cos^ (/> + V sin^ (p está entre T e V, 
os raios de curvatura na secções principais consideradas 
em I e II se referem às curvaturas extremas; ou seja, uma 
à curvatura máxima, a outra à mínima, se T q V têm o 
mesmo sinal; por outro lado, um tem a maior curvatura 
convexa, o outro a maior curvatura côncava, se T e V têm 
sinais opostos. Estas conclusões contêm quase todas as 
que foram provadas pela primeira vez pelo ilustre Euler, 
sobre a curvatura de superfícies curvas. 

Recordemos o significado do raio de curvatura de uma curva pla¬ 
na, para compreendermos o significado da análise de Gauss. 



Quando um plano que passa pela normal à superfície e pelo eixo x 
corta essa superfície, a seção obtida pode ser representada como na 
fígura 20. Teremos uma curva no plano xz, tangente ao eixo x na ori¬ 
gem. Consideremos que essa curva, nas proximidades do ponto O, 
pode ser representada (até segunda ordem) por uma circunferência 
osculante de raio R e centro C. A equação dessa circunferência será 

(z-Rf + x^^R^ 

Simplificando e isolando z, obtemos 

z = r(i± Vi - 

Para representar a parte inferior da curva, na figura acima, deve¬ 
mos evidentemente escolher o sinal negativo dessa solução. Supondo 
x«R, podemos desenvolver a expressão acima sob a forma 
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z = x^lR 


Portanto, na proximidade do ponto O, temos dz/dx = x/R e d^zldx^ 
= UR. Assim, a derivada segunda d^z/dx^ fornece o inverso do raio de 
curvatura da curva plana obtida cortando-se a superfície curva por um 
plano que passa pela normal e pelo eixo x. Analogamente, d^zldy^ for¬ 
nece o inverso do raio de curvatura da curva obtida cortando-se a su¬ 
perfície por um plano que passa pela normal e pelo eixo y. 

Lembremo-nos que os parâmetros 7, V foram definidos acima co¬ 
mo T=d^z/dx^ e V=d^zldy^. Portanto, 1/7 e 1/F são os raios de curvatu¬ 
ra das curvas acima indicadas, conforme Gauss afirma nos itens I e II 
acima. Note que, na figura que serviu de ilustração para esta explica¬ 
ção, a concavidade da curva é no mesmo sentido que a normal (z cres¬ 
cente) e obtivemos d^zldx^ = 1/7 > 0. Se a concavidade da curva fosse 
inversa (oposta à normal), teríamos d^zldx^ <0. 7, V podem ser positi¬ 
vos ou negativos, e podem ter o mesmo sinal ou sinais contrários. 

Em seguida, Gauss analisa a curva obtida cortando a superfície 
por um plano que passa pela normal e por qualquer outra direção (item 
III). Para isso, ele introduz coordenadas polares e, para cada direção (|), 
z se toma uma função de r, e podemos fazer o mesmo raciocínio que 
foi mostrado acima, quando z era função de x. A relação entre z e r é 
quadrática, em primeira aproximação. Para cada valor de (|), ou seja, 
para cada direção do plano que corta a superfície, temos d^zldr^ = 7 
cos^ ^ + V sin^ (|). Esse é o inverso do raio de curvatura da curva resul¬ 
tante do corte. Portanto, o raio de curvatura é o inverso dessa expres¬ 
são, como mostrado por Gauss no item III acima. Os valores extremos 
desse raio de curvatura serão obtidos quando ^ tem os valores de 0 ou 
90®, como é fácil ver. 

Ao afirmar que suas conclusões já foram provadas por Euler, 
Gauss está se referindo à determinação da curvatura através das seções 
normais. 

Considerando uma definição diferente para curvatura, como já foi 
mencionado na seção 6, Euler já havia determinado como encontrar a 
curvatura da superfície a partir dos raios de curvatura máximo e mí¬ 
nimo. Note-se, porém, que o método de Gauss é muito mais geral e 
poderoso e que ele queria enfatizar justamente isso, com seu comentá¬ 
rio: que aquilo que Euler tinha conseguido provar podia ser considera¬ 
do como um mero corolário de sua própria demonstração. 


85 



V. A medida de curvatura da superfície curva no ponto 
A assume a forma muito simples 

K = TV, 

e, portanto, temos: 

TEOREMA: A medida de curvatura em qualquer pon¬ 
to da superfície é igual a uma fração cujo numerador é a 
unidade, e cujo denominador é o produto dos dois raios 
de curvatura extremos dos cortes por planos normais. 

Fica também claro que a medida de curvatura é posi¬ 
tiva para superfícies côncavo-côncava ou convexo- 
convexa (tal distinção não é essencial), mas negativa para 
[superfície] côncavo-convexa. Se a superfície contém 
partes dos dois tipos, então, sobre as linhas que separam 
os dois tipos, a medida de curvatura deve se anular. Mais 
tarde faremos um estudo detalhado da natureza de super¬ 
fícies curvas para as quais a medida de curvatura se anula 
em todos os pontos. 

Este teorema nada mais é que a conclusão das considerações ante¬ 
riores. Com este teorema, Gauss relaciona o seu método de determinar 
a curvatura com o de Euler, restrito às condições definidas no inicio 
da seção 8. 

O sinal da curvatura de cada uma das seções normais depende do 
sentido da normal (eixo z); no entanto, o sinal adotado para a medida 
de curvatura não dependerá disso, pois mudando-se o sentido do eixo 
z mudariam os sinais tanto de T quanto de F e seu produto não se alte¬ 
ra. A medida de curvatura é negativa quando as duas seções normais 
principais têm curvaturas em sentidos opostos e a superfície é seme¬ 
lhante à de uma sela, naquele ponto. 

Há superfícies, como a de uma bóia, que possuem partes com cur¬ 
vatura positiva (as da borda externa) e outras com curvatura negativa 
(as da borda interna). Em casos como esse, já que Gauss está assu¬ 
mindo que as superfícies têm curvatura que varia de forma continua, 
devem existir pontos onde a medida de curvatura é nula. No exemplo 
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aqui utilizado, são os pontos da circunferência sobre a qual a bóia fica 
apoiada quando é deitada sobre um chão plano. 

As superfícies curvas para as quais a medida de curvatura se anula 
em todos os pontos são o cone e o cilindro. 
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Seção 9. Cálculo da curvatura pelo primeiro método 


A fórmula geral para a medida de eurvatura dada no 
final da seção 7 é a mais simples de todas, pois envolve 
somente cinco elementos. Chegaremos a uma fórmula 
mais complicada, envolvendo nove elementos, se deseja¬ 
mos usar o primeiro método de representar uma superfície 
curva. Mantendo a notação da seção 4, vamos também 
escolher: 


d‘^W 

dx^ 

d‘^W 


= P' 


= P" 


d‘^W 

w 

d‘^W 

dxdz 


= Q' 


= Q" 


dydz 
de tal modo que: 

dP = P'áx + B"áy + Q"áz 
áQ = P!'áx + Q'áy + P"áz 
dP = Q"áx + P"áy + P!áz 


d‘^W 

dz^ 

aw 

dxdy 


= R' 


= R" 


Agora, como t 
tramos 


— através de diferenciação encon- 


[G39] 


RMt = -RdP + PdR = 

= [PQ" - RP')dx + {PP" - RR")dy + {PR' - RQ")dz 

ou, eliminando dz através da equação 

Pdx + Qdy + Pd 2 : = 0, [G40] 

PMí = (p2p' + 2PRQ"P^R')dx+ 

+{PRP" + QRQ"PQR'R^R")dy 


[G41] 
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Da mesma maneira obtemos: 

RMu = iPRP" + QRQ"PQR'R^R!')áx^ 

[G42] 

+ 2QRP"Q‘^R')áy 

Disto concluímos que 

R^T = -R^P' + 2PRQ" - P^R' 

R^U = PRP" + QRQ" - PQR’ - R^R” 

R^V = -R^Q' + 2QRP" - Q^R' 

Substituindo esses valores na fórmula da seção 7, ob¬ 
temos para a medida de curvatura k a seguinte expressão 
simétrica: 

(p2 + Q^ + R^fk = 

= P^{Q'R' - P"2) + Q^{P'R' - Q''^)+ [G43] 

+R^{P'Q' - + 2QR{Q"R" - P'P”)+ 

+2PR{P''R'' - Q'Q") + 2PQ{P"Q" - R'R") 

No primeiro método (seção 4) os parâmetros P, Q, R foram defini¬ 
dos em função da derivada parcial de W em relação a x, y, z, respecti¬ 
vamente. Derivando novamente, em relação às mesmas coordenadas, 
encontramos F, Q\ R e fazendo as derivadas cruzadas, temos F\ Q\ 
R\ Do terceiro método, tínhamos t — dzjdx e fazendo j;=cte. na 
função W=W(x, y, z)=0, encontramos, diferenciando W, t — —PjR. 
Diferenciando esta equação e substituindo pelas equações diferenciais 
anteriores, que fornecem dx, dy, dz, encontramos [G39]. Usando a 
equação Pàx + Qáy + Ráz = 0 , eliminamos dz e encontramos 
[G41] e da mesma forma encontramos [G42]. Lembrando as defini¬ 
ções anteriores para 7, U, F, temos 

át = Táx -\-Uáy^ 

áu = Uáx -\-Váy 

e encontramos as equações que, substituídas na fórmula para a medida 
de curvatura (equação [G35]) levam à equação [G43]. 
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Sabemos que o primeiro método de descrição de uma superfície 
considera uma função W nula em todos os pontos. O que é feito aqui é 
considerar nesta função de três variáveis, uma variável constante de 
cada vez, e a variação das outras duas variáveis no plano da constante. 

Como na seção anterior, a idéia central é encontrar a medida de 
curvatura em função dos parâmetros que descrevem a superfície e suas 
derivadas em relação ás coordenadas. O resultado é muito mais com¬ 
plexo do que no caso anterior e não tem uma interpretação geométrica 
simples. 
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Seção 10. Cálculo da curvatura pelo segundo método 

10 

Obtemos uma fórmula ainda mais complicada, agora 
envolvendo 15 elementos, se seguimos o segundo método 
geral de definir a natureza de uma superfície curva. É, 
entretanto, muito importante desenvolvermos esta fórmu¬ 
la também. Mantendo a notação da seção 4, vamos tam¬ 
bém fazer: 

d‘^x d‘^x , d^x „ 

= Oí ^ ^ = a —— = a 

dp^ dpdq dq^ 

— = 3 =3' — = 3” 

dp^ dpdq dq^ 

d^z _ d^ _ , d^z _ „ 

dp^ ^ dpdq ^ dq^ ^ 

e, para abreviar, fazemos: 

bd - cV = A 
ca' -ac' = B 
ab' -ba' = C 

Primeiro vemos que 

Aàx + Bày + Càz = 0 
ou 

dz = - —dy 

Como z pode ser considerado como função de x, y, te¬ 
mos: 
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Então, das fórmulas 
dx= adp + ddq. 
Deduzimos 


dy= bdp + b'dq. 


Cdp = b'dx - a'dy 
Cdq = -bdx + ady 

Então obtemos a difereneial total de t, u 

C^át — f (bAx — aAy) + 

\ op op J 

ídA ,dC\ ^ 

^ 

C^du = f{b'dx — (í'd|/) + 


{bdx — ady) 


\ dp dp 

^dB_^d_C\ 
dq dq) 


Se agora substituímos nestas fórmulas 

r) A 

— = c'/? + 67 ' - c/?' - 6'7 
op 

r)A 

— = c'/?' + 67 " - cX - b'i 
oq 


= a'7 + ca' — aa' — c'a 




= b' a + aji' — ba' — a' (5 

op 

an 

— = b'a' + a/?" - ba" - a'f3' 
oq 

e se notamos que os valores das diferenciais dt, du devem 
ser iguais, independentemente das diferenciais dx, dy, en¬ 
contraremos para as quantidades Tdx+Udy, Udx+Vdy 
respectivamente, após algumas transformações bastante 
óbvias, 

C^T=aAb' ^+^Bb'^+yCb'^- 
-2a'Abb'-l^'Bbb'-liCbb'+ 
+a'Ab^+^"Bb^+fCb^ 
U=-aAa'b'-^Ba'b'-yCdb'+ 
+aAiab'+ba')+^'Biad+ba')+y'C(ab'+bd)- 
-a' 'A ab-^"Bab-Y 'Cab 
C^V=aAd ^+^Bd ^+yCd 
-2aAad-2^'Bad-2YCad+ 
+a'Aa^+^”Ba^+Y'Ca^ 


Se escolhemos, para abreviar: 


A(x+B^+Cy=D 

(1) 

.4a'+5p'+Cy'=i9' 

(2) 

Aa"+B^"+CY'=D" 

( 3 ) 


teremos: 


C^T=Db' ^-2DbbAD"b^ 


93 




CU=-Ddb'+D\ab'+bd)-D"ab 
C^V=Dd ^-2Uad+U'a^ 


Disto encontramos, após fazer os cálculos: 
&{TV-U^)={DD"-n \ab'-bdf={DD" -U 


e para a fórmula da medida de curvatura: 

^ _ DD" - D'^ 

~ (A2 + ^2 + C2)2 


[G44] 


Nesta seção, Gauss parte do segundo método de determinar uma 
superfície curva para encontrar a fórmula da medida de curvatura. 
Utiliza, portanto, duas variáveis p, q sendo x, y, z funções das mesmas. 
Gauss segue os mesmos procedimentos do item anterior, definindo as 
derivadas de segunda ordem e trabalhando também com uma das vari¬ 
áveis sendo função das outras duas (no caso, z(x, y)); obtém as dife¬ 
renciais de t, u e compara os coeficientes. Com estes resultados encon¬ 
tra a fórmula para a medida de curvatura em função de elementos que 
correspondem ás derivadas parciais envolvidas. No entanto, embora a 
curva seja determinada em função de p, q, toda a análise apresentada 
ainda depende das coordenadas cartesianas x, y, z. Na seção seguinte, 
Gauss desenvolverá a fórmula da medida da curvatura de um outro 
modo, acabando por produzir uma equação onde x, j;, z já não possu¬ 
em nenhum papel. 
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Seção 11. Outro modo de ealeular a eurvatura 

11 

Através da fórmula que encontramos vamos estabele¬ 
cer outra, que pode ser considerada um dos mais férteis 
teoremas da teoria de superfícies curvas. Vamos intro¬ 
duzir a seguinte notação: 

a^+h^+c^=E 
aa'+bb'+cc'=F 
d ^+d ^=G 


aa+b^+cj=m 

(4) 

aa'+b^'+cy'=m' 

(5) 

aa"+b^"+cy"=m” 

(6) 

da+b'^+c'y=n 

(V) 

da'+b'^'+c'Y=d 

(8) 

da"+by+cY'=n" 

(9) 

A^ + B^+C^=EG- 

F^= A 


Eliminemos das equações 1, 4, 7 as quantidades p, y, o 
que é feito multiplicando-as por bc'-cb', b'C-c'B, cB-bC 
[respectivamente] e somando. Daí obtemos 

[A{bd-cb')+a{b'C-dB)+d{cB-bC)\a= 
=D{bc'-cb')+m{b'C-dB)+n{cB-bC), 
equação esta que é facilmente transformada em 
AD=aA+a{nF-mG)+d{mF-nE) 
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Eliminando de forma semelhante a, y ou a, p da mes¬ 
ma equação, obtemos 

BD=^A+b(nF-mG)+b\mF-nE) 

CD=yA+c{nF-mG)+c\mF-nE) 

Multiplicando estas três equações por a", P", y" [res¬ 
pectivamente] e somando, obtemos 

E)E)''=(aa''+pp''+yy'')A+ 

+ní\nF-mG)+n'\mF-nE) 

Se tratarmos as equações 2, 5, 8 do mesmo modo, ob¬ 
teremos 


AD=a'A+a{nF-mG)+a\mF-ríE) 


BD=^'A+b{nF-mG)+b\mF-riE) 


CD'=iA+c{riF-níG)+c\m'F-riE) 

Sendo estas equações multiplicadas [respectivamente] 
por a', P', y', a soma dá 

D' ^=(a' ^+p' ^+y' ^)A+m\n'F-mG)+ri{m'F-riE) 


A combinação desta equação com a equação 10 dá: 

Dn'-n ^=(aa''+pp"+yy''-a' ^-p' ^-y' ^)A+ 
+E{rí ^-nn”)+F{nm"-2m'n'+mn”)+ +G{rrí 


É claro que temos 
dE 
dp 
dF 


= 2m, 


dE 

dq 


= 2m', 


dp 


= m + n, 


dE 

dq 


= m” + n', 
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dG 

dp 


= 2n', 


ou 


IdE 


m = 


n = 


2 dp ’ 
dF 1 dE 
dp 2 dq' 


m = 


n = 


IdE 
2 ’ 
IdG 
2 ’ 


dG 

dq 


= 2n" 


m" = 


n" = 


aF lac 

dq 2 
19G 
2 dq 


Portanto, confirma-se facilmente que devemos ter: 
aa" + PP" + yy"-a'^-p'^-y'2= 
dn dn' dm" dm' 

dq dp dp dq 

__ 1 ^ d‘^F 1 d‘^G 

2 dq"^ dpdq 2 

Substituímos estas diferentes expressões na fórmula 
para a medida de curvatura do final da seção anterior, e 
obtemos a seguinte fórmula, que envolve somente as 
quantidades E, F, G e seus quocientes diferenciais de 
primeira e segunda ordem: 

[G45] 


4 (EG - k = E 


dEdG dFdG 
dq dq dp dq 


dG 

ãp 


+ 


'dEdG dEdG dE dF dF dF dFdG' 

dp dq dq dp dq dq dp dq dpdp 

.dEdG dEdF í dE 

dp dp dp ôg \ dq 

.2(EC-F‘^\ 

Ç dg^ dpdq dp^ ) 
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Relembrando, tínhamos definido no segundo método a, b, c, a\ b\ 
d como as derivadas parciais de x, y, z em relação a p, q, considerando 
as coordenadas dos pontos da superfície como funções de p, q, ou se¬ 
ja: x=x(p, q), y=y(p, q) e z=z(x, y). Portanto, toda a análise, na seção 
anterior, continha parâmetros que eram construídos pela derivação das 
coordenadas cartesianas pelas variáveis p, q. Agora, através de uma 
série de substituições, Gauss chegou a um resultado para a medida de 
curvatura que depende apenas de certos parâmetros E, F, G q de suas 
derivadas em relação a p, q. Como ele mostrará na próxima seção, E, 
F, G podem ser definidos independentemente de qualquer menção a x, 
y,zQ assim a medida de curvatura pode ser encontrada empregando-se 
apenas as variáveis p, q. 
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Seção 12. Relação entre eurvatura e eoefíeíentes do e- 
lemento de linha 


12 

Como sempre temos: 

dx^ + dy^ + = Edp^ + 2Fdpdq + Gdq^, 

é claro que 

\/ Edp^ + 2Fdpdq + Gdq"^ 

é a expressão geral para o elemento linear sobre a superfí¬ 
cie curva. A análise desenvolvida na seção precedente 
mostra-nos que para encontrar a medida de curvatura não 
é preciso uma fórmula finita, que expresse as coordenadas 
X, y, z como funções das variáveis p, q; mas que a expres¬ 
são geral para a magnitude de qualquer elemento linear é 
suficiente. Vamos prosseguir com aplicações deste teo¬ 
rema muito importante. 

Como podemos escrever dx, dy, dz em função de dp, dq, utilizando 
as derivadas a, b, c, a', b', c', é simples encontrar a fórmula para o e- 
lemento de comprimento linear. Uma manipulação adequada mostra 
que 0 elemento de linha, em função de dp, dq, depende dos três parâ¬ 
metros E, F, G que foram introduzidos na seção anterior para calcular 
a medida de curvatura. Assim, se soubermos representar o elemento 
de linha sobre uma superfície, em função das variáveis dp, dq, teremos 
os três parâmetros E, F, G. A partir deles e de suas derivadas parciais 
em relação a dp, dq, poderemos encontrar a medida de curvatura da 
superfície em qualquer ponto, sem fazer qualquer uso das coordenadas 
cartesianas x, y, z. Ou seja: dentro dos coeficientes E, F, G do elemen¬ 
to de linha estão contidas todas as informações necessárias para de¬ 
terminar a curvatura da superfície. 

Dispondo agora dessa interpretação de E, F, G, vemos que a equa¬ 
ção [G45], embora seja complicada, é de enorme importância. No caso 
das superfícies curvas, as variáveis p, q podem ser consideradas como 
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coordenadas intrínsecas da superfície. A métrica, dada por E, F, G, 
dependerá apenas das propriedades intrínsecas da superfície, e portan¬ 
to também a curvatura passa a depender apenas das propriedades in¬ 
trínsecas. 

A análise aqui apresentada por Gauss é a base do método utilizado 
na relatividade geral, onde se toma como ponto de partida a métrica 
(do espaço-tempo) e a partir dos coeficientes da métrica (o tensor g^v) 
é possível calcular a curvatura do espaço-tempo e todas suas proprie¬ 
dades. Assim como na análise de Gauss, o estudo do espaço-tempo 
curvo da relatividade geral não depende de supormos que ele está i- 
merso em um espaço-tempo euclidiano, pois não é necessário fazer 
uso de coordenadas externas para estudar a curvatura do espaço- 
tempo. 

Suponhamos que nossa superfície curva possa ser apli¬ 
cada^ sobre outra superfície, curva ou plana, de tal modo 
que a cada ponto da primeira superfície, determinado pe¬ 
las coordenadas x, y, z, corresponderá um ponto determi¬ 
nado sobre a outra superfície, cujas coordenadas são x', y\ 
z\ Evidentemente x', y\ z' podem ser escritos como fun- 
ç ões dos indetermina dos p, q e, portanto, para o elemento 
+ dy'2 + teremos uma expressão da forma 

a/ E'Ap^ + 2F'Apáq + G'Aq^ 

onde E\ F, G' também representam funções de p, q. Mas 
pelo próprio conceito de aplicação de uma superfície so¬ 
bre outra é claro que os elementos correspondentes entre 
si sobre as duas superfícies são necessariamente iguais. 
Portanto, teremos, identicamente: 

E=E, F=F, G=G'. 


' o texto latino utiliza a expressão ""explicari posse”, que signifiea que a su- 
perfície pode ser desdobrada, sobreposta, ou aplicada sobre uma outra. É 
eonveniente imaginar as superfíeies eomo se fossem objetos materiais, eomo 
lâminas finas de um material plástieo, que podem ser transportadas e eoloea- 
das umas sobre as outras. 
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Assim a fórmula do artigo anterior nos leva ao impor¬ 
tante \egregium\ 

TEOREMA; Se uma superfície curva é aplicada sobre 
qualquer outra superfície, a medida de curvatura em ca¬ 
da ponto permanece inalterada. 

Também é evidente que qualquer parte finita da su- 
perficie curva manterá a mesma curvatura íntegra após a 
aplicação sobre a outra superficie. 

Um caso especial, ao qual os geômetras até aqui res¬ 
tringiram suas investigações, é o das superfícies que po¬ 
dem ser aplicadas sobre planos. Nossa teoria mostra que a 
medida de curvatura em qualquer ponto de tal superfície é 
igual a zero. Consequentemente, se a natureza destas su¬ 
perfícies é defínida de acordo com o terceiro método, nós 
teremos em todo ponto: 

_ / d^z 
dx^ dy'^ \ dxdy 

um critério que, embora conhecido anteriormente, não foi 
demonstrado com todo rigor desejável, a menos que não 
tenhamos conhecimento. 


Se uma superfície pode ser aplicada sobre outra, as coordenadas da 
segunda, digamos, x', y', z', também podem ser escritas como funções 
de p, q e p ortanto, também podem ter s eu elemento de linha determi¬ 
nado por 1 / E'dp^ + 2F'dpdq + G'dq‘^. Isto mostra que as caracterís¬ 
ticas de uma superficie curva qualquer podem ser obtidas através de 
medidas utilizando as coordenadas da própria superfície, sem que seja 
necessário estabelecer um sistema de coordenadas fora da superfície 
para estudá-la. 

O conceito de superfícies que podem ser aplicadas sobre outras 
vem de superfícies que podem ser desdobradas sobre um plano, sem 
distorção, e foi estudado durante o século XVIII no desenvolvimento 
do conceito de mapeamento na teoria de superfícies. A superfície esfé- 
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rica é uma superfície que não permite ser cortada e achatada sem dis¬ 
torção, o que levou Euler^ a buscar uma superfície o mais próxima 
possível do formato de uma superfície esférica, que não sofresse de¬ 
formação no desenvolvimento. 

A idéia básica do conceito de aplicação de uma superfície a outra é 
que são permitidas alterações da superfície tais que as distâncias entre 
seus pontos não se alterem. Assim, todas as deformações mantêm o 
mesmo elemento de linha da superfície, que mede a distância entre 
dois pontos muito próximos. A condição necessária e suficiente para 
que uma superfície possa ser desenvolvida sobre outra é que os ele¬ 
mentos de linha correspondentes em cada uma sejam iguais, que é o 
resultado que Gauss utiliza. Como E, F, G q E\ F, G definem os ele¬ 
mentos de linha e também a curvatura, a igualdade entre eles leva ao 
theorema egregium dado. A curvatura íntegra, sendo igual a integral 
da medida de curvatura sobre a superfície total, também permanecerá 
inalterada. 


^ KLINE, Morris Mathematical thought from ancient to modern times. New 
York: Oxford University Press, 1972, p. 564. 
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Seção 13. Novo método de estudo de superfíeies 

13 

O que explicamos na seção anterior está associado a 
um método particular de estudar superfícies, um método 
novo que deve ser totalmente desenvolvido pelos geôme- 
tras. Quando uma superfície é considerada, não como o 
limite de um sólido, mas como um sólido flexível porém 
inextensível, em que uma das dimensões se anula, então 
as propriedades da superfície, em parte dependem da 
forma em que supomos que ela pode ser colocada, e em 
parte são absolutas, e permanecem invariáveis, qualquer 
que seja a forma em que a superfície é flexionada. A estas 
últimas propriedades, para o estudo das quais a geometria 
abre um campo novo e fértil, pertencem a medida de cur¬ 
vatura e a curvatura íntegra, no sentido que demos para 
estas expressões. A estas pertence também a teoria das 
linhas mais curtas [lineis brevissimis], e um grande parte 
do que reservamos para tratar mais tarde. Deste ponto de 
vista, uma superfície plana e uma superfície que pode ser 
aplicada sobre um plano (por exemplo, superfícies cilín¬ 
dricas, superfícies cônicas, etc.) podem ser consideradas 
como essencialmente idênticas; e o método geral para ex¬ 
primir a genuína natureza das superfícies assim conside¬ 
radas é sempre baseado na fórmula 

Edp^ + 2Fdpdq + Gdq"^ 

a qual associa o elemento [linear] com as duas variáveis 
p, q. Mas antes de prosseguir as análises sobre isso, de¬ 
vemos introduzir os princípios da teoria das linhas mais 
curtas sobre uma superfície curva. 
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Suponha que uma superfície é feita de um material flexível, porém 
inextensível, como uma rede ou malha metálica em que a distância 
entre os nós permanece inalterada, por mais que a deformemos para 
moldá-la sobre um sólido. Ou seja: se essa malha for construída inici¬ 
almente sobre a superfície de um sólido, poderá não se adaptar á su¬ 
perfície de um outro. Se ela for montada sobre a superfície de um elip- 
sóide, não se adaptará sobre uma esfera, nem sobre um elipsóide me¬ 
nor ou maior. No entanto, a malha não precisa manter a mesma forma 
inicial, ela pode sofrer alterações - deformações que não alterem as 
distâncias entre os nós. 

A distância entre dois pontos pode ser determinada através dos co¬ 
eficientes E, F, G, que determinam tanto o elemento de linha quanto a 
curvatura da superfície. Se esta malha, quando retirada da superfície 
de um sólido, pode ser adaptada sobre um plano, então sua curvatura é 
nula; e nesse caso se enquadram o cilindro e o cone. 

Antes de estudar as propriedades das superfícies de curvatura dife¬ 
rente de zero, Gauss apresentará os pontos principais da teoria das 
linhas mais curtas sobre uma superfície, ou seja, as geodésicas. O no¬ 
me “geodésica” já era conhecido e possuía o mesmo significado atual. 
Porém, ao longo de todo o artigo Gauss utilizou a expressão “linhas 
mais curtas”, que também será empregada nesta tradução. 
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Seção 14. As linhas mais curtas [geodésicas] 


14 

A natureza de uma linha curva no espaço é dada ge¬ 
ralmente de tal modo que as coordenadas x, y, z corres¬ 
pondentes a cada ponto são dadas na forma de funções de 
uma variável simples, a qual chamamos w. O comprimen¬ 
to de tal linha, de um ponto inicial arbitrário até um ponto 
cujas as coordenadas são x,y,zé expresso pela integral 


dtí;.i 


/ da; Y 

\dw J 


+ 


dy 

d-u; 


+ 


dz 

dtí; 


[G45] 


Se supusermos que a posição da linha sofre uma varia¬ 
ção infínitamente pequena, de tal modo que as coordena¬ 
das de cada ponto recebem as variações ôx, ôj;, ôz, a vari¬ 
ação do comprimento total se torna: 

f dx.dáa; -I- dy.dSy + dz.dôz 


J s/dx"^ -\- dy"^ + dz^ 

O 

expressão esta que podemos transformar para: 

dx5x + dyôy + dz5z 
Y dx"^ + dí/2 + dz^ 


[G46] 


[G47] 


Y dx‘^ + dy2 -|- dz^ 


+5y.d 


dy 


Y dx"^ + dy'^ + dz'^ 


^ Aqui, Gauss está utilizando o método de integração por partes, ou seja, 
J udv = uv — f vdu. 
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-\-8z.á 


áz 

a/ + dí/2 + áz'^ 


Sabemos que, no caso da linha ser a mais curta entre 
os seus pontos extremos, aquilo que está sob o sinal de 
integral deve se anular. Uma vez que a linha deve estar 
sobre uma dada superfície, cuja natureza é expressa pela 
equação 

Páx + Qáy + Ráz = 0, 


as variações ôx, òy, ôz também devem satisfazer a equa¬ 
ção 

P5x -\- QSy + RSz = 0, 

e disto segue, de acordo com regras bem conhecidas, que 
as diferenciais 

rl 

a/ dx^ + dí/2 -I- dz^ ’ 


\/dx^~+~dy^~+~d^’ 

H 

\/ + áy"^ + dz^ 

devem ser proporcionais às quantidades P, Q, R, respecti¬ 
vamente. 

Seja dr o elemento de uma linha curva; X o ponto so¬ 
bre a superfície esférica representando a direção deste e- 
lemento; L o ponto sobre a superfície esférica represen¬ 
tando a direção normal à superfície curva; fínalmente, 
sejam q, ^ as coordenadas do ponto X, eX,Y,Z aquelas 
do ponto L em relação ao centro da esfera. Então teremos 
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dx = Çdr, áy = rydr, dz = Cdr 


de onde concluímos que as diferenciais acima se tomam 
d^, dr\, dÇ E como as quantidades P, Q, R são proporcio¬ 
nais a X, Y, Z, o caráter da linha mais curta é expresso pe¬ 
las equações 


d.^ dr] d^ 


[G48] 


Além disso, é fácil ver que 

Y d^^ + di]^ + dC^ [G49] 


é igual ao pequeno arco sobre a superfície esférica que 
mede o ângulo entre as direções das tangentes no começo 
e no fim do elemento dr, e portanto é igual a dr/p, se p é 
o raio de curvatura da linha mais curta, neste ponto. De¬ 
veremos ter 


pdÇ = Xdr, pdy = Ydr, pdC, = Zdr [G50] 


Nesta seção Gauss tratará de como descrever uma linha mais curta, 
ou geodésica, sobre uma superfície curva qualquer. Ele utiliza uma 
descrição paramétrica da geodésica. Assim, se w é uma variável que 
descreve esta linha, podemos escrever x, y, z como fiinção de w, ou 
seja. 


x=x{w), y=yiw), z=z{w) 


Seja 5 o comprimento de uma linha mais curta; então, consideran¬ 
do que as coordenadas são funções de w, podemos escrever 
dS^=dd+dy^+dz^ como: 



Agora considere duas linhas entre dois pontos A, B (figura 21), de 
tal modo que uma delas é a linha mais curta, e a outra tem coordena¬ 
das ligeiramente diferentes. Podemos supor que as coordenadas x’, y’, 
z' da segunda curva são também funções do parâmetro w, e que 
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xXw)=x(w)+ ôx, e fórmulas semelhantes para as outras coordenadas. 
Ou seja: ôx, òy, ôz são as variações das coordenadas de uma curva 
para a outra. Consideremos S' o comprimento da linha que possui os 
pontos de coordenadas x’, y\ z' q S o comprimento da linha mais curta, 
que possui os pontos de coordenadas x, y, z. 



Nos pontos extremos ^4 e 5, a variação é zero, ou seja, ôx, òy, 
ôz=0, mas ao longo das linhas essas variações terão valores variáveis, 
que podem ser considerados como funções de w. Podemos escrever: 

x'=(x+5x)(w) 


y=(y+ôj)(w) 


z'=(z-\-ôz)(w) 


O comprimento S' será dado por: 




d (x + óx) 
dw 


+ 


d (y + ^y) 

dw 


+ 


d (z + ôz) 
dw 


que pode também ser escrito: 



+ 2 


í dx dôx dy dóy dz dôz 
\dw dw dw dw dw dw 
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desprezando-se os termos ( ff ) ^, ( ^ ) , ( ff ) ^. 
Manipulando a equação de S, encontramos: 





1 + 2 


dx d6x I dy dSy , dz d6z 
dw dw ' dw dw ' dw dw 



Expandindo o numerador da segunda raiz e fazendo a subtração 
S-S, encontramos: 


ÔS = S' -s = 


dw 


dx d6x I dy dSy , dz d6z 
dw dw ' dw dw ' dw dw 



que pode ser escrita como [G46]. Fazendo a integração por partes des¬ 
ta equação e considerando que nos pontos extremos ôx, òy, ôz=0, en¬ 
contramos [G47]. 

Sendo esta a linha mais curta, o comprimento deve ser mínimo, en¬ 
tão a variação de primeira ordem de seu comprimento (o que está sob 
a integral) deve se anular. 

Na seção 4, Gauss definiu uma função W=0, cuja diferencial com¬ 
pleta é Páx+Qáy+Ráz=Q, que descreve uma superfície curva. A mes¬ 
ma relação se aplica às curvas traçadas sobre essa superfície. Do 
mesmo modo, Phx+Qhy+Rhz=Q, já que a relação é linear e ôx, dy, ôz 
descrevem a variação (diferença) entre uma curva e outra, ambas es¬ 
tando sobre a superfície. 

Como dx, ôx, dy, dy, dz, ôz variam independentemente, os coefici¬ 
entes P, Q, R devem ser proporcionais aos coeficientes de ôx, ôj^, ôz na 
integral de [G47], para que ela se anule. 

Utilizando a mesma notação da seção 4, representando agora o e- 
lemento de uma linha curva por ár, Gauss introduz o mapeamento da 
linha curva na superfície esférica auxiliar, de um modo especial. Ele 
considera um raio da esfera auxiliar, paralelo a dr, cuja extremidade é 
o ponto X sobre a superfície, de tal modo que suas componentes são: 

Ç=cos(l)?i r|=cos(2)?i Ç=cos(3)?i 
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Assim, temos: 


áx = ^dr, dy = rydr, dz = (dr 

Como dr = ydx^+d^^ + d^ , vemos que as diferenciais 
d^, d^, d^ são, respectivamente, dÇ, dp, dÇ. Da seção 4, temos a 
proporcionalidade de P, g, R com X, 7, Z, portanto encontramos 
[G48]. Os sucessivos elementos de linha dr na linha curva correspon¬ 
dem, sobre a superfície esférica, a um deslocamento áX do ponto X. 
Na superfície esférica auxiliar (de raio unitário), o arco corresponde ao 
ângulo, e o comprimento do arco será dado por [G49]. Das proprieda¬ 
des de proporcionalidade, temos, se p é o raio de curvatura da linha 
mais curta, 

/d^\^ í dr]\^ í d^^ + dp^ + dC^ /dr\^ 

e encontramos as relações [G50]. 

Note-se que p, Ç indicam a direção do elemento de linha ao lon¬ 
go da linha mais curta; qX, Y, Z indicam a direção da normal á super¬ 
fície, em cada ponto. Analisando as variações correspondentes dessas 
direções, encontra-se o raio de curvatura da linha mais curta. 
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Seção 15. Um teorema sobre linhas mais curtas que 
partem de um ponto 


15 

Suponhamos que de um dado ponto A sobre a superfí¬ 
cie curva saem inúmeras linhas mais curtas que distin¬ 
guimos entre si pelo ângulo formado pelo primeiro ele¬ 
mento de cada uma delas com o primeiro elemento da li¬ 
nha que assumimos ser a primeira. Seja (|) este ângulo ou, 
mais geralmente, uma função deste ângulo, e r o compri¬ 
mento dessa linha mais curta do ponto A ao ponto cujas 
coordenadas são x, y, z. Como para cada valor determina¬ 
do das variáveis r, (|) correspondem pontos determinados 
da superfície, as coordenadas x, y, z podem ser considera¬ 
das como funções de r, (|). Manteremos o mesmo signifi¬ 
cado para as notações X, L, r), Ç,X, 7, Z usadas na se¬ 
ção anterior, referindo-se a qualquer ponto indefinido so¬ 
bre qualquer uma das linhas mais curtas. 

Todas as linhas mais curtas que têm o mesmo compri¬ 
mento r terminarão sobre outra linha cujo comprimento, 
medido de um ponto inicial arbitrário, indicaremos por v. 
Então V pode ser considerado como uma função das vari¬ 
áveis r, (|); e se indicamos por X! o ponto sobre a superfície 
esférica correspondente á direção do elemento áv, sendo 

r\', Ç as coordenadas deste ponto em relação ao centro 
da esfera, teremos 

dx I dv dy , dv dz , dv 

d<j) d<j)' d<j) ^ d<j)' d<j) d<j) [^^1] 

Destas equações e de _ 
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dx 

dr 


= e, 


dr 


= V, 


dz 

dr 


= c 


[G52] 


segue-se: 


dx dx dy dy dz dz 
dr d(j) dr d4» dr d4> 


= (CC' + W + CC') ^ = COS AA'^ 


[G53] 


Representemos por S o primeiro membro desta equa¬ 
ção, o qual também será uma função de r, (|). A diferenci¬ 
ação de S em relação a r dá: 

dr 


dí^x dx d‘^y dy d‘^z dz 

H- - H-h 

' r\ n r\ I ' r\ n r\ i ^ 


dr"^ d(j) dr"^ dcj) dr"^ d<j) 


1 d 

2 d<p 

d^ dx 
dr d(p 

Mas 


5a; Y 

dr ) 


dr 


dz 

dr 


[G54] 


dr d(j) dr d(j) 2 d(j) ^ ’ 


e+v"+e = i 


[G55] 


e portanto sua diferencial é igual a zero; e pela seção an¬ 
terior, se p representa o raio de curvatura da linha r, te¬ 
mos: 

d^ _X dy _Y dÇ _Z 
dr p' dr p' dr p 

Daí obtemos: 


[G56] 
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dr 


i{A-í' + iV + ZC')|^ = 

p 0(p 

1 r 

= - cosI/A — = 0 

p dç 


[G57] 


e daí é evidente que X' está sobre o círculo máximo cujo 
pólo é L. Disto concluímos que S é independente de r e, 
portanto, é uma função de (|) apenas. Mas para r=0 evi¬ 
dentemente temos V =0, e consequentemente = 0, e 

também S=0, independentemente de (|). Então, temos ne¬ 
cessariamente que sempre S=0, e então cos XX'=0, isto é, 
XX'=90'’. Disto segue o 

TEOREMA: Se forem traçadas inúmeras linhas mais 
curtas em uma superfície curva, a partir do mesmo ponto 
inicial, a linha que une as suas extremidades é perpendi¬ 
cular a cada uma delas. 

Pensamos que é valioso deduzir este teorema da pro¬ 
priedade fundamental das linhas mais curtas; mas sua ve¬ 
racidade pode ser compreendida sem qualquer cálculo 
através do seguinte raciocínio. Sejam A'B' duas linhas 
mais curtas de mesmo comprimento, subentendendo em A 
um ângulo infinitamente pequeno; e vamos supor que um 
dos ângulos formados pelo elemento BB' com as linhas 
BA, B'A' difere por uma quantidade finita de um ângulo 
reto. Então, pela lei da continuidade, um será maior e o 
outro será menor que um ângulo reto. Suponha que o ân¬ 
gulo em B seja 90‘’-co, e tomemos sobre a linha AB um 
ponto C, de tal modo que 

BC = BB' cossec © 


Então, como o triângulo infmitamente pequeno BB'C 
pode ser considerado como plano, teremos 
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CF = BC COS CO, 

e consequentemente 

AC+CF =AC + BCcos(^=AB-BC{\-cos co) = 

= AF-BC{\-cos co), 

isto é, o caminho do ponto A até F através do ponto C 
seria mais curto que a linha mais curta. Q.E.A} 

Considere a figura 22, que explica o ponto de partida de Gauss. 
Um número indefinido de linhas mais curtas, de comprimento r, sai do 
ponto A. Suas direções iniciais fazem um ângulo ^ com a que é consi¬ 
derada a primeira das linhas. 



Figura 22. 

Gauss está utilizando coordenadas polares sobre a superfície curva. 
Como as várias linhas que saem de A são curvas (linhas mais curtas), 
não é possível falar sobre a direção de cada uma delas, mas sim sobre 
a direção de uma parte infinitesimal. Por isso, Gauss define ^ como o 
ângulo formado pelo primeiro elemento ár de cada linha e o da linha 
que é tomada como ponto de partida para medida dos ângulos. Poderí- 


^ A sigla Q.E.A. significa quod est absurdum, ou seja: chegou-se a um absur¬ 
do e, portanto, a hipótese inicial (de que o ângulo formado por BB' com BA e 
B'A' diferia de um ângulo reto por uma quantidade finita) estava errada. 


114 




amos também introduzir o ângulo (|) como sendo determinado pelas 
tangentes às curvas, no ponto A. 

Cada par de valores r, (|) define um ponto sobre a superfície curva. 
Assim, esses parâmetros podem ser considerados como novas coorde¬ 
nadas, definidas sobre a superfície, q x, y, z podem ser considerados 
como funções de r, (|). 

O objetivo de Gauss, nesta seção, é demonstrar um teorema: Se fo¬ 
rem traçadas inúmeras linhas mais curtas em uma superfície curva, a 
partir do mesmo ponto inicial, a linha que une as suas extremidades é 
perpendicular a cada uma delas. Para demonstrá-lo, ele considera que 
todas as linhas mais curtas que saem do ponto A têm o mesmo com¬ 
primento r, e une todas essas extremidades através de uma outra cur¬ 
va. O elemento dessa outra curva é áv. Como para todos os pontos 
dessa curva apenas a coordenada ^ está variando, as componentes de 
dv serão: 


1 1 / 1 ^ I 1 1 / 

d, = -d4,^ 


O elemento de linha áv tem sua direção representada na superfície 
esférica auxiliar pelo ponto cujas coordenadas ou projeções são 
r|', Ç. Portanto, temos que áx=^\áv, e assim por diante. Portanto, en¬ 
contramos as equações [G51]: 


dx 

d(j) 




dz 

d(j) 



Assim, Gauss descreveu a direção do elemento de linha áv da cur¬ 
va que une as extremidades das linhas mais curtas que saem do ponto 
A. Para provar que essa curva é perpendicular às linhas, basta provar 
que áv é perpendicular a ár. A variação de cada componente de r, nas 
direções x, y, z, foi dada na seção anterior na forma [G52]. Multipli¬ 
cando [G51] e [G52] encontramos [G53]. 

Seja 5' o primeiro membro da equação [G53]: 

dx dx dy dy dz dz 
dr d(j) dr d(j)~^ dr d(j) 


A derivada de S em relação a r dá 

dS d‘^x dx d‘^y dy d‘^z dx dx dy dy dz dz 

dr dr‘^ dcj) dr‘^ d(j) dr‘^ dr drdcj) dr drdcj) dr drd(j) 
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Lembrando que, para a linha mais curta, vale: 

1 d ídx\^ _ dx dx 

2 d(j) \dr ) dr drdcj) ’ 

podemos escrever a segunda parte da equação como em [G54] substi¬ 
tuindo as derivadas parciais em relação a r por [G52]. Sendo p, Ç as 
projeções de À, temos da propriedade V da seção 2, a equação [G55] e 
utilizando [G50], temos [G56]. Substituindo [G56] e [G51] em [G54], 
e lembrando a segunda parte da propriedade V, temos [G57], onde, 
como Z?i'=90°, seu cosseno é igual a zero. Portanto, os elementos de 
linha áv, ár são perpendiculares. 

A partir deste resultado Gauss encontra o teorema, concluindo que 
as linhas que unem as extremidade das linha mais curtas são perpendi¬ 
culares a elas. Este teorema será útil mais tarde, quando Gauss traba¬ 
lha com o triângulo geodésico e quer mostrar quanto vale a soma de 
seus ângulos. 

A segunda demonstração, por redução ao absurdo, utiliza apenas 
argumentos geométricos e permite obter o teorema de maneira mais 
simples. Porém, o mérito de Gauss está em demonstrar utilizando a 
mesma linguagem que vinha empregando na teoria das superfícies 
curva e que terá uma continuidade depois. 
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Seção 16. Teorema sobre linhas mais curtas que par¬ 
tem de uma linha 


16 

Associamos ao teorema da seção anterior um outro, 
que assim enunciamos: Se sobre uma superfície curva 
imaginamos qualquer linha, a partir de cada ponto da 
qual saem perpendicularmente, para o mesmo lado, inú¬ 
meras linhas mais curtas de mesmo comprimento, a curva 
que une as extremidades dessas linhas cortará cada uma 
delas em ângulo reto. Para a demonstração disso não é 
preciso mudar nada na análise anterior, exceto que (|) deve 
representar o comprimento da curva dada, medida de um 
ponto arbitrário, ou melhor, uma função deste eompri- 
mento. Então todo o raciocínio valerá aqui também, com 
esta modificação, pois 5=0 para r=0 está agora implícito 
na própria hipótese. Além disso, este teorema é mais geral 
que o anterior, que podemos considerar como incluído 
nele [no segundo] se tomarmos para a linha dada o círculo 
infinitamente pequeno descrito ao redor do centro Fi¬ 
nalmente, podemos dizer que considerações geométrieas 
também podem substituir a análise, o que, entretanto, não 
perderemos tempo em eonsiderar aqui, já que são sufiei- 
entemente óbvias. 


O teorema apresentado nesta seção é semelhante ao anterior. Para 
compreender o seu significado basta analisar a figura 23. A linha cur¬ 
va arbitrária 1 está sobre a superfície curva. Dos pontos dessa linha 
são traçadas linhas mais curtas perpendiculares, todas para o mesmo 
lado, com iguais comprimentos. Unindo-se suas extremidades, temos 
a linha curva 2, também sobre a superfície. O teorema prova que essa 
linha 2 é perpendicular a todas as linhas mais curtas que foram utiliza¬ 
das para construi-la. 
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Figura 23. 

O teorema anterior pode ser considerado como um caso particular 
deste, porque podemos considerar a linha 1 como uma circunferência 
infinitesimal em tomo do ponto A, e nesse caso as linhas mais curtas 
perpendiculares a 1 se tomam simplesmente as linhas mais curtas que 
saem de A para todos os lados. 

Gauss não demonstra o teorema desta seção 16, pois a prova é 
formalmente a mesma do anterior, sendo necessário apenas reinterpre- 
tar o significado da variável (|), que agora deixa de se um ângulo e pas¬ 
sa a ser o comprimento da linha 1, medido a partir de um ponto qual¬ 
quer, ou uma função desse comprimento. 
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Seção 17. Sígnífícado dos coefícíentes do elemento de 
linha 


17 


Retomamos à fórmula 


\/ EAp^ + 2FApáq + Gáq^ 


que exprime a magnitude de um elemento linear indefini¬ 
do [genérico] sobre a superfície curva, e examinemos, 
primeiramente, o significado geométrico dos coeficientes 
E, F, G. Já dissemos, na seção 5, que sobre a superfície 
curva podem ser concebidos dois sistemas de linhas, em 
um dos quais apenas p seja variável, e q constante; e no 
outro apenas q seja variável, e p constante. Qualquer pon¬ 
to sobre a superfície pode ser considerado como a inter- 
secção de uma linha do primeiro sistema com uma linha 
do segundo; e então o elemento de linha da primeira [li¬ 
nha], adjacente a este ponto e correspondente a uma vari¬ 
ação áp, será igual a '/Êáp, e o elemento da segunda li¬ 
nha correspondente á variação áq será igual a yGáq. Fi¬ 
nalmente, representando por w o ângulo entre estes ele¬ 
mentos, é facilmente visto que deveremos ter 


F 

COS ÜJ = , 


[G58] 


Além disso, [a área] do elemento na forma de um para¬ 
lelogramo sobre a superfície curva entre as duas linhas do 
primeiro sistema que correspondem a q, q+áq, e as duas 
linhas do segundo sistema que correspondem a p, p+dp, 
será: 


VEG - FMpdq [G59] 


119 




Qualquer linha sobre a superfície curva que não per¬ 
tença a qualquer dos dois sistemas é gerada quando p e q 
são considerados como funções de uma nova variável, ou 
um deles é considerado uma função do outro. Seja s o 
comprimento de tal curva, medida de um ponto arbitrário 
inicial, e considerada como positiva em uma direção es¬ 
colhida. Indiquemos por 0 o ângulo que o elemento 

ds = a/ Edp"^ + 2Fdpdq + Gdq"^ 


faz com a linha do primeiro sistema que passa pelo ponto 
inicial do elemento e, para que não haja ambigüidade, su¬ 
ponha que este ângulo é medido a partir do ramo dessa 
linha em que os valores de p aumentam, e é tomado como 
positivo na direção do lado em que os valores de q au¬ 
mentam. Feitas estas convenções, é facilmente visto que: 

[G60] 

EAp -\- FAq 


COS 6*.ds = '/ÊAp -\- y/G cos uj.Aq = 


y/Ê 


siní?.ds = \/Gsina;.d(? 


^^ÊG^^Aq 


[G61] 


O sistema de duas variáveis p, q determina sobre a superfície uma 
rede de linhas (figura 24), sendo um conjunto delas formado por cur¬ 
vas nas quais p é constante e q varia, e o outro por curvas nas quais q é 
constante e p varia. Assim, podemos considerar que p, q são coorde¬ 
nadas definidas na própria superfície, ou coordenadas intrínsecas. 

Tomando um elemento de linha sobre um desses sistemas de cur¬ 
vas, consideremos um deslocamento d/i ao longo de uma linha em que 
apenas q varia q p é constante, e outro deslocamento d /2 ao longo de 
uma linha em que apenas p varia q q é constante. Quando d/?=0, o e- 
lemento de linha se toma áh=^/F dg e de forma semelhante, quando 
dg=0 temos ál 2 =VÊáp. Assim, \/Ê e ^/F são parâmetros de propor¬ 
cionalidade entre a variação das coordenadas intrínsecas e o compri- 
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mento do deslocamento na mesma direção. O valor desses parâmetros 
pode variar de um ponto para outro. 




Considerando que o paralelogramo infinitesimal formado por d/i, 
d/ 2 , pode ser aproximado para um paralelogramo plano (figura 25), 
podemos encontrar o elemento de linha ás a partir dos valores de d/i, 
d/ 2 , sabendo o valor do ângulo co entre eles: 

ás‘^ = dll + d /2 + 2 d/id /2 coscj 

Substituindo os valores de d/i e d/ 2 , encontramos [G58]. A área do 
paralelogramo é dada por 

dA = d/i.d/ 2 . sinc^ = ^/Êdp^/GdqsmüJ 

e da equação [G58] podemos obter sin co, já que sin^co = l - cos^co e, 
portanto. 
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VEG - F2 

smc^ = -;-— 


Substituindo o valor de sin co na expressão para áA encontramos 
[G59]. 

Seja 0 o ângulo entre um elemento de linha qualquer ás e d /2 (figu¬ 
ra 19b). Consideremos o paralelogramo formado pord/i, d/ 2 , que con¬ 
tém d^ como sua diagonal. As projeções de d/i e dç perpendicularmen¬ 
te a d /2 são iguais entre si, como se pode ver na figura, o que conduz à 
relação [G61]. Além disso, a soma algébrica de d /1 com a projeção 
sobre d/i de d /2 é igual à projeção de ás sobre d/i, daí saindo a relação 
[G60]. 

O recurso de utilizar figuras planas como uma aproximação de fi¬ 
guras curvas infinitesimais é recorrente no estudo da teoria de superfí¬ 
cies, tendo sido utilizado antes inclusive por Euler^. 


^ KLINE, Morris Mathematical thought from ancient to modern times New 
York: Oxford University Press, 1972, p. 564. 
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Seção 18. Determinação das linhas mais curtas pelos 
coeficientes do elemento de linha 


18 

Investigaremos agora a condição para que esta linha 
seja uma linha mais curta. Uma vez que seu comprimento 
s é expresso pela integral 

s = y* Edp"^ + 2Fdpdq + Gdq‘^ [G62] 


a condição para um mínimo exige que a variação desta 
integral para uma mudança infinitamente pequena de tra¬ 
çado da linha seja igual a zero. O cálculo, para nossa fina¬ 
lidade, fica mais simples neste caso, se nós consideramos 
p como uma função de q. Quando isto é feito, se a varia¬ 
ção é representada pela característica ô, teremos: 


ôs = 


(f dpdg + f dg2) ôp + {2Edp + 2Fdq) dôp 

2ds 


Edp + Fdq 
ds 


ôp+ 


[G63] 


+ 6p 


2ds 


e sabemos que o que está incluído sob o sinal de integral 
deve se anular independentemente de ôp. Então temos: 


dE 2 o 1 1 1 2 o 1 1 + Fdq 

-—dp^ + 2^—dpdq + -^dq^ = 2ds.d.-^- 

op op op ds 


= 2ds.d.'/Ê COS 6 = 
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ds.d£' COS 9 


— 2ás.áB.^/Ê sin 9 = 


[G64] 


= (-^dp + Fdg) d^ _ _ F2^q^0 = 

E 

[ Eáp + Fàq \ / dE , dE , \ /—— -— , , ^ 

. (- Ê -j [-^iP+-^pk)-2^EG-F‘A„Ae 

Daí surge a seguinte equação condicional para a linha 
mais curta: 

\/EG - FMd = [G65] 

1 F o>^ , IFdE ^ 1 o>F , o>F , 1 , 

=-;^dp H- —dq H-;^dp —;^dp-;^dfl 

2 E dp 2 E dq 2 dq dp 2 dp 


que também pode ser escrita 

1 F , „ 1 dE 


[G66] 


dF 


IdG 


VECrEFhW = --AE + - -^dp - -^d,i 


Além disso, através da equação: 


cot 9 


E 


dp 


+ 


F 


[G67] 


^/ÊG^^dq ^EG - F2 


é possível também eliminar daquela equação o ângulo 0, 
e deduzir a equação difereneial de segunda ordem entre p 
e a qual, entretanto, se tornaria mais eomplieada e me¬ 
nos útil para aplieações do que o resultado anterior. 


O objetivo de Gauss, e que dirige os cálculos aqui desenvolvidos, é 
encontrar os ângulos num triângulo geodésico. Assim o raciocínio a 
ser seguido, após analisar como se comporta o elemento de linha nu¬ 
ma superfície curva que pode ser parametrizada através dos sistemas 
p, q, é supor que o elemento de linha estudado pertence a uma linha 
mais curta (geodésica). Assim, se o comprimento s da curva, dado por 
[G62], pertence a uma linha mais curta, sua variação infinitesimal 
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deve ser nula. Ao realizar a variação da linha, supõe-se que suas ex¬ 
tremidades são mantidas fixas. 

Considerando que q=q(p), temos a primeira expressão sob sinal de 
integral da equação [G63]. Se integramos por partes a expressão 

í {2Edp + 2Fdq) dôp 

J 2ds 

encontramos as demais expressões de [G63]. 

Por ser ^ o comprimento de uma geodésica, o que é a hipótese ini¬ 
cial, sua variação é nula e portanto o que está sob o sinal da integral 
deve ser nulo. Assim, substituindo o resultado anterior de cos0 e de 
sin0, chegamos a [G64]. A última igualdade de [G64] pode ser escrita 
como [G65]. Sendo E = E{p, q) então: dE = f^dp + ff dg e encon¬ 
tramos [G66]. Sabendo o resultado de cos 0 e sin 0, obtemos cot 0, 
depois encontramos 0 e poderíamos obter a equação diferencial de 
segunda ordem para p, q. 

O resultado alcançado parecerá mais útil se tivermos em mente os 
teoremas das seções 15 e 16, que relacionam o ângulo entre as linhas 
mais curtas e o elemento de linha geral resultante, o que ficará mais 
claro nas seções posteriores. 
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Seção 19. Sistema de eoordenadas ortogonais 


19 


As fórmulas gerais que deduzimos nas seções 11 e 18 
para a medida de curvatura e a variação na direção da li¬ 
nha mais curta tomam-se muito mais simples se as quan¬ 
tidades p, q forem escolhidas de tal modo que as linhas do 
primeiro sistema cortem ortogonalmente [em todos os 
pontos] as linhas do segundo sistema; isto é, de tal modo 
que tenhamos sempre co=90°, ou F=0. Então a fórmula 
para a medida de curvatura fica: 


AE‘^G‘^k = + E 

aq aq 



[G68] 


+G— — 
dp dp 


'dE 

G{^\ -2EG 
oq 


d‘^E 

dq^ 


d^G \ 
dp‘^ ) 


e para a variação do ângulo 0 

Entre os vários casos em que vale a condição de orto- 
gonalidade, o mais importante é aquele em que todas as 
linhas de um dos sistemas (por exemplo, o primeiro) são 
linhas mais curtas. Nesse caso, para um valor constante 
de ^ o ângulo 0 se toma zero, e portanto a equação para a 
variação de 0 dada mostra que devemos ter = 0, ou 

que o coeficiente de E deve ser independente de q; isto é, 
E deve ser ou uma constante ou uma função apenas de p. 
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Será mais simples adotar para p o comprimento de ca¬ 
da linha do primeiro sistema; quando todas as linhas do 
primeiro sistema se encontram em um ponto, ele [o com¬ 
primento] deve ser medido a partir deste ponto; ou, se não 
há intersecção comum, a partir de qualquer linha do se¬ 
gundo sistema. Feitas essas considerações, é evidente que 
p e q significam as mesmas quantidades que foram ex¬ 
pressas nas seções 15 e 16 por r e (|), e que E=\. Assim, as 
duas fórmulas anteriores ficam: 


4G^k = ( ^ 
op 




dp^ 


2 op 


ou, fazendo VG = m, 

1 d'^m 


k = - 


m dp^ 


dO = -^d, 

op 


[G69] 


[G70] 


[G71] 


Falando de forma geral, m será uma função át p q q,Q 
máq a expressão para o elemento de qualquer linha do 
segundo sistema. Mas no caso especial em que todas as 
linhas p saem do mesmo ponto, evidentemente devemos 
ter m=Q para p=Q. Além disso, se nesse caso tomarmos 
para q o próprio ângulo que o primeiro elemento de qual¬ 
quer linha do primeiro sistema faz com o elemento de 
qualquer das linhas, escolhida arbitrariamente, então, co¬ 
mo para um valor infinitamente pequeno át p o elemento 
de uma linha do segundo sistema (que pode ser conside¬ 
rado como um círculo descrito com raio p) é igual a páq, 
teremos para um valor infmitamente pequeno de p, m=p, 
e consequentemente, para p=0, m=0 ao mesmo tempo, e 

dm _ i 

dp 
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No caso geral, em que o elemento de linha ás é dado pela fórmula 
^/Êd^^^2^^dpdq+~Gdq^, as expressões obtidas para a geodésica 
são bastante complexas, pois os três coeficientes E, F, G da métrica 
podem variar de ponto para ponto. Gauss vai simplificar o tratamento 
anterior, passando a um caso especial. Primeiramente, ele impõe a 
condição de que as coordenadas intrínsecas p, q sejam ortogonais em 
todos os pontos, d e tal modo a a nular o coeficiente F da métrica, que 
fica reduzida a \/Eáp‘^ + Gáq^. Considerando a equação [G45], do 
final da seção 11 para o caso em que F=0, ou seja, para o caso em que 
p, q são ortogonais, temos [G68]. 

Depois, Gauss considera que o primeiro sistema de linhas (no qual 
apenas p varia) é constituído por linhas mais curtas, e impõe uma con¬ 
dição de normalização dos comprimentos ao longo dessas linhas, fa¬ 
zendo £=1, ou seja, a medida do comprimento ao longo desse sistema 
de linhas é dado si mplesmente p or ál=áp. Assim, o elemento de linha 
fica reduzido a \/dp^ + Gáq^. Fazendo F=0 também na equação 
[G65], encontramos a equação para d0. Representando G por um novo 
parâmetro a expressão de ás^ fica: 

ás^ = áp^ + (m.áqy 

Depois dessas simplificações, Gauss interpreta p, q como corres¬ 
pondendo a r, (|) (ou seja, coordenadas polares curvilíneas sobre a su¬ 
perfície), como já havia feito anteriormente (figura 26). 



Figura 26. 

Quando r é mantido constante e apenas ^ varia, o comprimento dl 
resultante é dado por ál=m.á^. No caso de uma superfície plana, te- 
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mos d/=r.d(|), mas esse resultado não vale para superfícies planas, a 
não ser no caso limite, quando r tende a zero. Portanto, no próprio 
ponto A, que é a origem de onde r é medido, temos dm/dr=l. Em pon¬ 
tos distantes da origem, pode haver uma dependência complicada de 
m em função tanto de r quanto de 

Sendo E=l constante, a equação [G68] e a equação para d0 ficam 
apenas em função de G, que define a variação no ângulo Deste mo¬ 
do temos as equações em [G71]. Com esta substituição, Gauss estabe¬ 
lece uma ligação entre a expressão para a medida de curvatura e uma 
geodésica, o que será examinado na seção seguinte. 
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Seção 20. Soma dos ângulos de um triângulo formado 
por linhas mais curtas 

20 

Vamos nos deter e analisar a suposição de que p indica 
o comprimento da linha mais curta a partir de um ponto 
determinado A até qualquer outro ponto da superfície, e q 
o ângulo que o primeiro elemento desta linha faz com o 
primeiro elemento de outra linha mais curta dada que sai 
de A. Seja 5 um ponto determinado da última linha para o 
qual q=0, e C outro ponto determinado da superfície, cujo 
valor de q indicaremos simplesmente por Vamos supor 
os pontos B e C unidos por uma linha mais curta, cujas 
partes, medidas a partir de B, denotamos de um modo ge¬ 
ral, como na seção 18, por 5 ; e, como na mesma seção 
[vamos denotar] por 0 o ângulo que qualquer elemento dí' 
faz com o elemento dp; finalmente, vamos denotar por 
0°, 0' os valores do ângulo 0 nos pontos B, C. Temos en¬ 
tão sobre a superfície curva um triângulo formado por 
linhas mais curtas. Indicaremos os ângulos deste triângulo 
em B e C simplesmente pelas mesmas letras, e B será o 
complemento de 0° para 180° [igual a 180°- 0°], C o pró¬ 
prio ângulo 0'. Mas, como é facilmente visto de nossa a- 
nálise que todos os ângulos são supostos serem expressos, 
não em graus, mas por números, de tal modo que o ângu¬ 
lo 57° 17' 45", ao qual corresponde um arco igual ao raio, 
é tomado como unidade, devemos fazer 

0°=7i-5, 0'=C 

onde 2% representa a circunferência do círculo. 
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Gauss vai analisar as propriedades de um triângulo ABC traçado 
sobre a superfície curva. A descrição que ele apresenta pode ser com¬ 
preendida através da figura 27. 



Figura 27. 

Todas as linhas que saem do ponto A nesta figura são linhas mais 
curtas (geodésicas). Seu comprimento, medido a partir do ponto ^4, é a 
coordenada p ou r. A outra coordenada é q ou Para a linha AB, 
(|)=^=0 e para a linha AC, ^=q=A. A linha que une os pontos B, C tam¬ 
bém é uma linha mais curta. Portanto, temos um triângulo geodésico. 

O significado dos vários ângulos utilizados por Gauss fica claro na 
figura. Note que C=0' e 5+0°=7i. Gauss está utilizando como unidade 
angular aquilo que chamamos de radiano. 

Vamos agora examinar a curvatura íntegra deste triân¬ 
gulo, que é igual a 

J kda [G72] 

da representando um elemento de superfície do triângulo. 
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Entretanto, como este elemento é expresso por mdpdq, 
devemos estender a integral 


mdpdq 


[G73] 


sobre toda a superfície do triângulo. Começamos pela in¬ 
tegração em relação ap,a qual, como 

1 d‘^m 
m dp^ ’ 

fornece 

, í dm\ 

dq const. —— , 

V 9p J 


para a curvatura íntegra da área que fica entre as linhas do 
primeiro sistema, ao qual correspondem os valores q, 
q+dq do segundo indeterminado [a variável q\ Uma vez 
que esta curvatura [íntegra] deve se anular para p=d, a 
quantidade constante introduzida pela integração deve ser 
igual ao próprio valor de ^ para p=0, isto é, a unidade. 

Então temos 


'•i-s;)' 


onde para ^ deve ser escolhido o valor correspondente 

ao fim desta área [superfície], na linha CB. Mas sobre esta 
linha temos, pela seção anterior. 


dm 

dq 


dç = —dO, 


portanto nossa expressão se altera para dg+d0. Agora, 
pela segunda integração, dc q=Q a q= A, obtemos para a 
curvatura íntegra do triângulo 
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j+e-_eo=j+5+c-7T [G74] 

A curvatura íntegra é igual à área daquela parte da su¬ 
perfície esférica que corresponde ao triângulo, tomada 
eom o sinal positivo ou negativo eonforme a superfíeie 
curva em que o triângulo está seja côncavo-côncava ou 
côncavo-convexa. Como área unitária será eonsiderado o 
quadrado cujo lado é a unidade (o raio da esfera), e acei¬ 
tando-se isso a superfície da esfera toda se torna igual a 
471. Então a parte da superfície da esfera correspondente 
ao triângulo está para a superfície total da esfera como 
±{A+B+C-ti) está para 47i. Este teorema, o qual, se não 
nos enganamos, deve estar entre os mais elegantes da teo¬ 
ria de superfíeie eurvas, também pode se estabelecido 
como segue: 

O excesso que ultrapassa 180° da soma dos ângulos 
de um triângulo formado por linhas mais curtas sobre 
uma superfície côncavo-côncava, ou aquilo que falta pa¬ 
ra 180° da soma dos ângulos de um triângulo formado 
por linhas mais curtas sobre uma superfície côncavo- 
convexa, é medido pela área da parte da superfície esfé¬ 
rica que corresponde, pelas direções das normais, àquele 
triângulo, se a superfície total [da esfera] considerada 
igual a 720 graus. 

Mais geralmente, em qualquer polígono de n lados, 
eada um formado por uma linha mais curta, o excesso da 
soma dos ângulos sobre (fn-A) [ângulos] retos, ou aquilo 
que falta para (277-4) ângulos retos (de aeordo eom a na¬ 
tureza da superfície curva), é igual à área do polígono 
eorrespondente sobre a superfície esfériea, se a superfície 
total da esfera for considerada igual a 720 graus. Isto se 
segue do teorema anterior, dividindo-se o polígono em 
triângulos. 
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Gauss vai analisar a curvatura íntegra do triângulo ABC (figura 
27). A curvatura íntegra deste triângulo pode ser obtida por integração 
e é dada por [G72]. Utilizando a expressão anterior para k e fazendo a 
integração com relação a p, temos: 

^ f dm\ 

áq const -— 

V J 

Considerando que a integração em relação a p tem como limites 
inferior 0 e superior o ponto C, ficamos com 



onde a derivada é considerada em C. A variação de q na linha BC é 
dada pela expressão anterior para d0, ou seja, d^ = — ^dg. Substitu¬ 
indo ^dg por -d0, a expressão para a curvatura total fica 


J dq + d0 


dq + 


d0 


Temos que os limites de integração de q são 0 e A e os limites de 0 
são 0^ e 0’. Assim, Gauss obtém uma relação muito simples entre a 
curvatura íntegra do triângulo (que é a área a do mapeamento da figu¬ 
ra sobre a esfera auxiliar) e os ângulos: 

cr = A-hC-hO^ = A-hB-hC-7r 

Ou seja: a diferença entre a soma dos ângulos internos do triângulo 
(A+B+C) e 180° (ou n radianos) é igual à curvatura íntegra do triân¬ 
gulo, ou a área de seu mapeamento na superfície esférica auxiliar. Se a 
curvatura da superfície for positiva, a soma dos ângulos internos ul¬ 
trapassa 180° (há um excesso angular); se a curvatura for negativa, a 
soma dos ângulos internos é menor do que 180° (há um déficit angu¬ 
lar). Observemos que, neste caso, Gauss está considerando a esfera 
com raio unitário e sua superfície total tem uma área igual ao seu ân¬ 
gulo sólido, ou seja, igual a 4n. 

Com isso, Gauss chega a um de seus resultados mais importantes. 
Este resultado já era conhecido, mas não para uma superfície curva 
qualquer. O que já se sabia era a relação entre o excesso (ou déficit) 
angular de um triângulo geodésico traçado sobre uma superfície esfé¬ 
rica, pelo trabalho de Legendre, como o próprio Gauss fará referência 
posteriormente. 
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É relevante mencionar um ponto que Gauss não apontou. O mape¬ 
amento de uma geodésica da superfície curva corresponde a uma geo¬ 
désica da superfície esférica auxiliar (ou seja, um círculo máximo). 
Assim, se soubermos a direção das normais à superfície nos três vérti¬ 
ces de um triângulo geodésico, poderemos determinar o triângulo cor¬ 
respondente sobre a superfície da esfera auxiliar e encontrar sua cur¬ 
vatura íntegra e o excesso ou déficit angular do triângulo. 

Nesta seção, Gauss conseguiu estabelecer apenas uma relação en¬ 
tre a soma dos ângulos internos e a curvatura íntegra. Não obteve ne¬ 
nhuma informação sobre cada um dos ângulos A, B, C separadamente. 
Ele fará isso, no entanto, mais adiante. 
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Seção 21. Mudança de variáveis e transformação dos 
eoefieientes do elemento de linha 


21 


Vamos dar novamente às letras p, q, E, F, G, © os 
significados gerais que lhes foram dados acima, e vamos, 
além disso, supor que a natureza da superfície curva é de¬ 
terminada de um modo semelhante por duas outras variá¬ 
veis, p', q', sendo o elemento linear indefinido expresso 
por 

A/^'dp'2 + 2F'áp'áq' + G'dç'2 

Então, para qualquer ponto da superfície da esfera de¬ 
finido pelos valores determinados das variáveis p, q cor¬ 
responderão valores determinados das variáveis p\ q\ os 
quais serão funções dos próprios p, q. Vamos supor que 
obtemos por sua diferenciação 


áp'=aáp+^áq 

áq'=yáp+báq 

Agora nos propomos investigar o significado geomé¬ 
trico dos coeficientes a, P, y, ô. 

Agora podem ser concebidos quatro sistemas de linhas 
sobre a superfície curva, para os quais respectivamente p, 
q, p', q' são constantes. Se supomos que quatro linhas per¬ 
tencentes a estes diferentes sistemas são traçadas por um 
ponto ao qual correspondem os valores p, q, p', q' das va¬ 
riáveis, os seus elementos [destas linhas] correspondentes 
a variações positivas áp, áq, áp\ áq\ serão 

V^dp, v^d(?, VÊ^áp', Võàq' 


136 




Representaremos por M, N, M\ N' os ângulos que as 
direções destes elementos fazem com uma direção fixa e 
arbitrária, medindo-os no sentido em que o segundo está 
em relação ao primeiro, de tal modo que sin(A^-Â/) seja 
uma quantidade positiva. Vamos supor (o que é permissí- 
vel) que o quarto está localizado no mesmo sentido em 
relação ao terceiro, de tal modo que sin(V-M') também é 
positivo. Tendo feito essas considerações, se considera¬ 
mos outro ponto a uma distância infmitamente pequena 
do primeiro, e ao qual correspondem os valores p+dp, 
q+áq, p'+dp\ q'+dq' das variáveis, vemos sem muita difi¬ 
culdade que teremos geralmente, isto é, independente¬ 
mente dos valores das variações dp, dq, dp\ dq\ 

^/Êdpsin M + VGdqsin N = rr^nm 

[(j77J 

= \ÍÊ'dp' sin M' + yfÕdq' sin N' 

pois cada uma destas expressões nada mais é do que a 
distância do novo ponto até a linha a partir da qual come¬ 
çam os ângulos das direções. Mas temos, pela notação 
introduzida acima, 

V-M=0 

e por analogia fazemos 

N'-M' = (o\ 

e além disso também 

N-M' = \\i. 

Nesta seção, Gauss estuda o significado de mudanças de variáveis, 
quando um sistema de coordenadas curvilineas (intrínsecas à superfi- 
cie) é comparado com outro. Devemos imaginar uma superfície, pri¬ 
meiramente com dois conjuntos de linhas nos quais apenas p ou q 
varia; depois, a mesma superfície coberta por outros dois conjuntos de 
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linhas, nos quais apenas p' ou q' varia, como mostrado nos desenhos 
abaixo (figura 28). 

/?=const. ... •••. x .x. 


^=const. 

—const. ■••• .. •••• ’ ... 


I : : I - ^ “COnSt. 

Figura 28. 

Teremos, então, dois sistemas de coordenadas intrínsecas, p, q q p\ 
q\ Consideremos um ponto da superfície curva, e comparemos os e- 
lementos de comprimento correspondente às variações áp, áq, áp\ áq\ 
vistos no plano tangente à superfície, como mostrado abaixo (figura 
29). 



Figura 29. 

A figura mostra os vários elementos de comprimento e os ângulos 
utilizados por Gauss para descrever suas relações, onde temos 

N-M=(ú 
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N'-M' = co’, 

7V-M’ = i|/. 

Se esses elementos de comprimento são componentes (nos dois 
sistemas de coordenadas) de um mesmo elemento de linha ás, como 
mostrado na figura 30, então podem ser estabelecidas relações entre 
suas projeções sobre a linha de referência. A projeção de ás perpendi¬ 
cularmente à linha de referência deve ser a soma das projeções de suas 
componentes perpendicularmente à mesma linha, o que é representado 
pela equação [G77]: 

V^dpsin M + VGdqsinN = 

= VFdp' sin M' + VÕ^dq' sin N' 



Figura 30. 


Em seguida, fazendo substituições dos ângulos dessa equação, 
Gauss apresenta novas relações. 
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E como a equação evidentemente deve ser independen¬ 
te da direção inicial, esta pode ser escolhida à vontade. 
Então, fazendo na segunda fórmula A^=0, ou na primeira 
M=0, obtemos as seguintes equações: 


'/Ê'smuj'dp' = 

= '/Ê sin {lo + lo' — 'ip) dp + VG sin {lo' — ip) dq 
VG'smu'dq' = 

= \/Ê sin {ip — a;) dp -|- \/G sin ipdq 


[G79] 

[G80] 


e estas equações , uma vez que devem ser idênticas a 
dp' = adp + pd^ 


d^' = ydp + ddq 
determinam os coeficientes a, P, y, ô. Teremos: 

'"Ê”sin {u + io' — ip) 


a = 



P = 


7 = 


E' sin u' 

G sin {lo' — tp) 



E' sin lo' ’ 
E sin {%p — lo) 



G' sina;' ’ 
G sin-ç^ 



^ ro ■ / 

G' sino;' 

Devem ser adicionadas as equações: 

E , F' 


cosa; = 




sino; = 


EG-F^ 


EG 


coso; = 


sino;' = 


VE'G' ’ 


E'G' - F'2 


E'G' 


[G81] 


[G82] 
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e então aquelas quatro equações podem ser escritas 

a^/E'G' - F'2 = /Ê^sin {cu + u' - 

pVE'G' - F'2 = {u' - 

7\/ E'G' — F'2 = \/£^sin (-i/; — uj) 

SVE'G' - F'2 = sin íp 

Como pelas substituições 

áp' = adp + pdg, 
d^' = ydp + ôd^ 

o trinômio 

£'dp'^+2Fd/7'd^' + G'd^'^ 

deve se transformar em 

Edp^ + IFdpdq + Gdq^, 

obtemos facilmente 

EG-F^ = {EO - F\ad - py)^ 

e vice-versa, como o último trinômio deve ser transfor¬ 
mado no primeiro pela substituição 

(aô - Py)d/7 = ôdp' - pd^', 

(aô - Py)d^ = -ydp' + ad^', 

encontramos 

E5‘^ - 2Fyô + Gy^ = ^^~^\ e' 

’ ' E'G' - F'2 

E(5ô -F{a5 + M) + Gay = [G85] 

Ep‘^ - 2Faf3 + Ga^ = ^\ g' 

^ ^ E'G' - F'2 


[G83] 


[G84] 


141 




Fazendo uma mudança de variável na superfície curva, considera¬ 
mos um novo sistema de coordenadas p\ q' de tal modo que 
p' = p'{p^ q) Q q' = q'[p^ q)^ O elemento de linha geral tem o mesmo 
formato, agora com coeficientes E\ F, G\ Queremos saber como se 
relacionam os coeficientes a, (3, ô, y da equação [G76] que relacionam 
as diferenciais das coordenadas dos dois sistemas, bem como as trans¬ 
formações dos coeficientes do elemento de linha. 

As relações geométricas entre as componentes de dp, áq, áp\ áq\ 
já foram obtidas antes [G77]. Através de substituições das relações 
entre os vários ângulos, Gauss obteve [G78] e depois considera casos 
especiais dessa equação, fazendo ^*=0 ou M=0, que resultam em 
[G79] e [G80]. Como podemos manipular os valores dos ângulos, 
vemos que a direção pode ser escolhida arbitrariamente para os com¬ 
ponentes. Sendo assim, pode-se adotar uma direção qualquer para que 
se obtenha apenas p'(p, q) e q'(p, q). Fazendo isso encontramos [G79] 
e [G80] que, comparadas com [G76], fornecem os valores para 
a, P, y, ô. 

Essas relações contêm tanto os coeficientes do elemento de linha 
E, F, G, E\ F, G quanto os ângulos, sendo por isso muito complica¬ 
das. Gauss faz então manipulações das equações, obtendo os valores 
de seno e cosseno dos ângulos o, co' [G82]. 

Substituindo o valor de sin co’ pelo resultado obtido na seção 17, 
obtemos as equações para a, P, y, ô, em função dos parâmetros E, E\ 
G, G, F, F. A equação G84 é obtida fazendo as substituições de áp\ 
áq' e considerando que os novos coeficientes de áp^, áq^, ápáq devem 
ser iguais a E, G, F, respectivamente. 

Ou seja, calculando E'dp'‘^ + G'dq'‘^ + 2F'dp'dq\ temos: 

{E'a^ + G '72 + 2E'-fa) d/ + {E ’+ G ’+ 2E’pò) dq^ + 

+2 [E'al5 + G'^ô + E'{aó + 7/^)] dpdq 

Portanto: 

E = E'a^ + G '72 + 2E'ja 
G = E'I3‘^ + G'ó‘^ + 2E'I3Õ 
F = E'a^ + G' 7(5 + E\aó + 7 /^) 

Fazendo EG-F^, com as expressões acima, encontramos [G84]. 

Eliminando todas as referências aos ângulos, Gauss obtém as rela¬ 
ções entre os coeficientes do elemento de linha E, F, G, E\ F, G e os 
coeficientes a, P, ô, y das relações entre as diferenciais das coordena- 
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das dos dois sistemas [G85], onde os ângulos já não aparecem mais. 
Para isso, ele utilizou as expressões de E, G, F em função de E\ G\ F, 
a, P, y, ô, encontradas anteriormente, chegando às equações de [G85], 
onde devemos notar que aparece repetidamente uma expressão que 
pode ser apresentada de duas formas diferentes, por [G84]: 


{aS - Pjf 


EG-F^ 
E'G' - F'2 


Portanto, as equações [G85] poderiam ser escritas: 

E' = {Eô‘^ - 2F-fô + G-i"^) / {a8 - 
F' = [Epô -F{aô + /?7) + Ga7] / {aó - pjf 
G' = {EP^ - 2FaP + Ga^) / {aô - Pjf 

Os cálculos desenvolvidos nesta seção servem para mostrar que se 
pode assumir qualquer sistema de coordenadas sobre a superfície cur¬ 
va e obter os novos coeficientes do elemento de linha em função dos 
coeficientes anteriores, que constam da fórmula para a medida de cur¬ 
vatura. 
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Seção 22. Transformação para coordenadas polares na 
superfície curva 


22 

Da discussão geral da seção anterior nós avançaremos 
para uma ampla aplicação na qual, ainda mantendo para 
p, q seu signifieado mais geral, tomamos para p', q' as 
quantidades representadas na seção 15 por r, Devere¬ 
mos usar r, (|) aqui também de um modo tal que, para 
qualquer ponto sobre a superfície, r será a distâneia mais 
curta de um ponto determinado, e (|) o ângulo neste ponto 
entre o primeiro elemento de r e uma direção fixa. Então 
temos: 

E=l, F=0, (o'=90° 

Fazemos também 


VG' = m 

de modo tal que qualquer elemento linear se toma igual a 


dr^ -f m‘^d(f)‘^ 

[G86] 

Consequentemente, as quatro equações deduzidas na 

seção anterior para a, p, y, ô dão 


COS (lü — tp) = ^ 
op 

(1) 

VG COS tp = ^ 

oq 

(2) 

sin {é — uj) = 

op 

(3) 
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VG simp = m 


d(f) 

dq 


(4) 


Mas a última e a penúltima [equações da seção anteri¬ 
or] dão 


EG-F^ 



2F 


dr dr 
dp dq 


+ G 



(5) 


\ dp) dq \ dq dp) dp 

A partir destas equações devem ser determinadas as 
quantidades r, (|), v|r e (se for preciso) m, como funções de 
p, q. Ou seja, a integração da equação (5) dará r; e este 
sendo encontrado, a integração da equação (6) dará (|); e 
uma ou outra das equações (1), (2) dará o próprio 
v|/. Finalmente, m é obtido de alguma das equações (3), 

(4). 

A integração geral das equações (5), (6) deve necessa¬ 
riamente introduzir duas funções arbitrárias, das quais 
compreenderemos facilmente o significado se lembrar¬ 
mos que estas equações não estão limitadas ao caso aqui 
considerado, mas são igualmente válidas se r e (|) forem 
considerados de um modo mais geral como na seção 16, 
de tal modo que r seja o comprimento da linha mais curta 
normal a uma linha arbitrária determinada, e (|) uma fun¬ 
ção arbitrária do comprimento daquela parte da linha, a 
qual é interceptada entre qualquer linha mais curta e um 
ponto arbitrário determinado. A solução geral deve a- 
branger tudo isto de um modo geral, e as funções arbitrá¬ 
rias devem conduzir a [funções] definidas somente quan¬ 
do a linha arbitrária e a função de suas partes, que (|) deve 
representar, forem especificadas. 
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No nosso caso pode ser adotado um círculo infinita¬ 
mente pequeno, tendo seu centro no ponto a partir do qual 
as distâncias r são medidas, e ^ indicará as partes deste 
círculo, divididas pelo raio. Assim é fácil perceber que as 
equações (5), (6) são suficientes para nosso caso, conside¬ 
rando que as funções que elas deixam indefinidas satisfa¬ 
zem a condição que r satisfazem para o ponto inicial e 
para pontos a uma distância infinitamente pequena [deste 
ponto]. 

Além disso, em relação à integração das próprias e- 
quações (5), (6), sabemos que podem ser reduzidas à in¬ 
tegração de equações diferenciais ordinárias, as quais, 
entretanto, parecem freqüentemente tão complicadas que 
há pouco a ser ganho com isso. Pelo contrário, o desen¬ 
volvimento em séries, que é suficiente para necessidades 
práticas, não apresenta dificuldades; e a fórmula assim 
deduzida abre uma fonte fértil para a solução de muitos 
problemas importantes. Mas aqui desenvolveremos so¬ 
mente um único exemplo para mostrar a natureza do mé¬ 
todo. 


Utilizando os resultados da seção 21, aqui Gauss analisa como se 
pode passar de um sistema de coordenadas intrínsecas qualquer p, q 
para coordenadas polares curvilineas r, <|), mantendo o sentido utiliza¬ 
do na seção 15. Em vez de uma relação entre as diferenciais das coor¬ 
denadas, ele quer encontrar uma relação entre as coordenadas em si, 
ou seja, quer integrar a relação entre as diferenciais. 

Vamos assumir p', q' como as coordenadas polares r, (|), fazendo: 

àp'=ãr 

àq'=à^ 

Teremos E'=\, pois foi estabelecido que dsldr=\-, F = Q, pois as 
coordenadas são perpendiculares e o'=90°; e '/G' = m, por defini¬ 
ção. Assim, obtemos [G86]: 
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ds' = ^/E'áp'‘^ + G'dg'2 = + m2d</)2 


Utilizando as coordenadas p, q, r, (|), os coeficientes de [G76] po¬ 
dem ser escritos: 

dr dr dc^ dcj) 

ag oq 

Substituindo os valores conhecidos de E\ F, co’ nas equações 
[G83] temos: 

am = m\/Ê sin {üü + 90° — 

/— dv 

a = vE COS (üü — E) = — 

op 

e do mesmo modo para as outras equações, temos: 

(x=l^,,P=^,,E=l,F=0,G'=m^ 


que substituídos na última equação de [G85] dá: 


EG-F"^ = e(E\ _ 


9 Tü 


dr dr 



2 


e na penúltima equação de [G85], juntamente com as novas definições 
de ô e y, fornece a equação (6). 

Nas equações (1) até (6) obtidas por Gauss nesta seção, deve-se 
considerar E, F, G como funções conhecidas de p, q. O ângulo o entre 
as direções das variações de p, q pode ser obtido a partir desses parâ¬ 
metros e deve também ser considerado conhecido. O ângulo ^ não é 
conhecido, nem m. Por isso, são necessárias 4 equações para determi¬ 
nar r(pf,q), ^(p),q) (que são dados sob forma de derivadas parciais) e 
mais duas equações para determinar m, totalizando 6 equações. 

Em princípio, portanto, pode-se obter r, (|) por integração desse sis¬ 
tema de equações. Gauss comenta que a integração vai introduzir 
constantes arbitrárias e discute o seu significado. Embora as variáveis 
r, (|) possam significar coordenadas polares, já vimos na seção 16 que 
as mesmas variáveis podem ter uma outra interpretação, sendo r a 
medida de linhas geodésicas perpendiculares a uma linha arbitrária, e 
(|) uma medida de comprimento dessa linha, a partir de um ponto arbi¬ 
trário. Assim, a solução geral obtida por integração deve conter a pos¬ 
sibilidade dessas interpretações mais amplas. No entanto, escolhendo 
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adequadamente as constantes de integração, pode-se adotar a interpre¬ 
tação mais simples das coordenadas polares curvilíneas. 

Como a integração das equações obtidas é extremamente compli¬ 
cada, Gauss comenta que, muitas vezes, é suficiente obter uma apro¬ 
ximação por séries do que procurar uma solução exata. 
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Seção 23. Coordenadas ortogonais e desenvolvimento 
em série de = n 


23 

Consideraremos agora o caso onde todas as linhas para 
as quais p é constante são linhas mais curtas cortando or¬ 
togonalmente a linha para a qual (|)=0, linha essa que po¬ 
demos considerar como eixo das abscissas. Seja J o ponto 
para o qual r=0, D um ponto indefinido sobre a linha das 
abscissas, AD=p, B qualquer ponto sobre a linha mais 
curta perpendicular a AD em D, e BD=q, de tal modo que 
p pode ser considerado como a abscissa e ^ a ordenada do 
ponto B. Assumimos as abscissas positivas no ramo da 
linha das abscissas ao qual corresponde (|)=0, enquanto 
sempre consideramos r como uma quantidade positiva. 
Tomamos as ordenadas positivas na região em que (|) me¬ 
de entre 0° e 180°. 


Nesta seção Gauss mantém o uso de coordenadas polares curvilí- 
neas, mas introduz uma interpretação particular para as coordenadas 
intrínsecas p, q que pode ser mais bem compreendida na figura 31. 



149 






As linhas que saem de A são geodésicas, ao longo das quais se 
mede a distância radial r. O ângulo ^ é medido a partir da linha AD. A 
própria linha AD, em que (|)=0, é definida como linha das abscissas, 
onde p varia (sendo p positivo no sentido de A para D). São traçadas 
geodésicas perpendiculares a AD, como a linha DB. Em cada uma 
delas, considera-se que p é constante e q varia. Ou seja, q é uma coor¬ 
denada medida ao longo das linhas perpendiculares a AD, como DB. 
A variável q é considerada positiva no sentido de D para B, ou seja, 
quando o ponto B tem coordenada ^ compreendida entre 0 e 180°. 
Podemos considerar que p, q são generalizações curvilíneas de x, y. 



Figura 32. 

Se tomarmos várias geodésicas perpendiculares a AD, todas com o 
mesmo comprimento (figura 32), a linha que une suas extremidades 
será perpendicular a todas essas geodésicas, como Gauss demonstrou 
na seção 16. Ou seja, as linhas PD, QE, etc. são todas perpendiculares 
à linha PS. 

Ao longo de EQ e de todas as outras linhas perpendiculares a AD o 
valor de é constante e apenas q varia. Portanto, no ponto Q o valor 
da coordenada p é o mesmo que no ponto E, e assim por diante. Ao 
longo da linha PS, apenas a coordenada p varia, sendo q constante. 

Prolongando-se as linhas geodésicas DP, EQ, etc., que são perpen¬ 
diculares a PS, pode-se repetir o processo, ou seja, medindo-se iguais 
distâncias a partir de P, Q, R, etc., a nova linha será também perpendi¬ 
cular a todas elas. Podemos assim formar uma rede de linhas perpen¬ 
diculares sobre a superfície, sendo que em um subconjunto delas ape¬ 
nas p varia, e no outro subconjunto apenas q varia. 

Note-se que as distâncias DP, EQ, etc., são iguais entre si, o que 
significa que os comprimentos medidos ao longo delas são idênti¬ 
cos. No entanto, poderia ser que os valores de Aq ao longo dessas li¬ 
nhas fossem diferentes entre si, já que a relação entre e Aq não é 
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uma identidade, em geral. Para que a rede de linhas perpendiculares 
possa representar realmente os sistemas de coordenadas p q q, deve¬ 
mos tomar e Aq iguais (ou, pelo menos, um deve ser sempre pro¬ 
porcional ao outro). 

Observe-se que a coordenada r mede as distâncias diretamente, ou 
seja, sem ser necessária nenhuma correção, pois ds/õr=l sempre, em 
todos os pontos. No entanto, as coordenadas p, q não precisam medir 
distâncias diretamente, ou seja, pode existir um fator de conversão 
diferente da unidade. Quando apenas p varia, temos ás=^/Êáp, e 
quando apenas q varia, temos ás=\/Gáq. No entanto, Gauss faz esco¬ 
lhas geométricas que estabelecem condições especiais para esses fato¬ 
res de conversão. A variável q é medida ao longo de geodésicas per¬ 
pendiculares a uma linha de base {AD) e, para esse caso, o fator \/G 
de conversão das medidas é igual a 1, ou seja, quando apenas q varia, 
temos ás=áq. Além disso, quando q=0, ou seja, quando estamos estu¬ 
dando deslocamentos sobre a geodésica AD, as medidas de e r coin¬ 
cidem, e ao longo dessa linha pode-se escolher \ÍÊ=l. 

Pelo teorema da seção 16 teremos 
co=90^F=0, G=l, 

Além disso, faremos 

VÊ = n [G87] 

Então n será uma função de p, q de tal modo que para 
^=0 ele deve ser igual à unidade. A aplicação da fórmula 
da seção 18 para nosso caso mostra que qualquer que seja 
a linha mais curta, devemos ter 

1/1 , 

àe = —áp [G88] 

onde 0 indica o ângulo entre o elemento desta linha e o 
elemento da linha para a qual q é constante. Agora, como 
a linha das abscissas é ela própria uma [linha] mais curta, 
e como, para ela, temos em todo lugar 0=0, vemos que 
para ^=0 devemos ter em todo lugar 


151 




dn 



[G89] 

Portanto, daí concluímos que, se n é desenvolvido em 

uma série de potências crescentes de q, esta [série] deve 

ter a seguinte forma: 


n = 1 + fq^ + gq^ + hq^ + etc. 

[G90] 

onde/: g, h, etc., serão funções de p, e fazemos 


f=E+fP+fE+ etc. 


g=g^+g'P+g'E+ etc. 

[G91] 

h=h^+hp+h'p+ etc. 


e assim por diante, ou 


«=1 +/ V+/M^+/'pV+etc. 

[G92] 

+/^^+g’W^+etc. 


+/tV^+etc., etc. 



Quando apenas p varia, temos ás=\/Êáp. Gauss representa \/Ê 
pela letra n, para simplificar. Esse parâmetro não é uma constante, e 
devemos considerá-lo como dependendo do ponto considerado sobre a 
superfície, ou seja, n=n{p, q). 

Da seção 18, equação [G66], temos: 

2 oq 


Substituindo E por temos 
náO = 


1 din?) ^ 1 2nd(n) ^ 


2 . d« = ^dp 

dq 


Assim se obtém [G88]. 
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A linha das abscissas AD é uma linha mais curta, e é também uma 
linha em que q é constante. O ângulo 0 formado entre ela e ela pró¬ 
pria, ou seja, entre uma linha geodésica e uma linha em que q é cons¬ 
tante, é sempre igual a 0. Portanto, pela equação [G88], ao longo da 
abscissa (^=0) devemos ter |^ = 0 para que d0=O. 

Como n é função de p, q, pode-se desenvolver esse parâmetro em 
uma série em tomo da linha q=0. Como = 0, essa série não pode 
conter termos de q elevado à primeira potência, portanto terá a forma 
[G90], onde os coeficientes / g, etc. dependerão de p. Assim chega¬ 
mos à série [G92]. 
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Seção 24. Desenvolvimento em série dos elementos de 
um triângulo retângulo curvilíneo 



Na seção 22, Gauss havia estabelecido relações gerais entre as co¬ 
ordenadas polares curvilíneas r, (|) e coordenadas intrínsecas genéricas 
p, q. Agora, levando em conta o caso especial introduzido na seção 23, 
Gauss obtém relações muito mais simples do que as que haviam sido 
obtidas no caso geral. 

Fazendo a substituição nas equações [1] a [6] da seção 22 dos va¬ 
lores de CO, F, G, ^/Ê, encontramos as equações apresentadas em 
[G93]. Recordemos que, para a atual escolha de coordenadas, i)/ é o 
ângulo entre um elemento de linha ao longo das quais apenas q varia 
(ou seja, das geodésicas perpendiculares à linha das abscissas) e um 
outro no qual apenas r varia (ou seja, das geodésicas “radiais” que 
saem do ponto A). 
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Através destas equações, das quais a quinta e a sexta 
estão contidas nas outras, podem ser desenvolvidas séries 
para r, (|), \|/, m, ou para qualquer função destas quantida¬ 
des. Vamos desenvolver aqui aquelas séries que são espe¬ 
cialmente dignas de atenção. 

Como para valores infmitamente pequenos de p, q de¬ 
vemos ter 


r^ = p^+ q 


2 


[G94] 


a série para r começará com os termos p^+q . Obtemos 
os termos de ordem mais elevada através do método dos 
coeficientes indeterminados , através da equação: 

[G95] 


1 d {r 
n 


dp 


+ 


d (r^) 
dq 




ou seja, 

+ 

+ ‘^g'p^q^ 


5 


40 ^' 

45 


etc. 


[ 1 ] 


+ 



45 


(/' 


0\2 


2 4 

P Q 


A figura 33 representa as linhas e ângulos que serão utilizados nes¬ 
ta seção e posteriores. 

O triângulo ABD tem um ângulo reto em D, e seus lados AD, DB, 
AB são iguais, respectivamente, ã p, q q r. Sq considerarmos esse tri¬ 
ângulo como sendo quase plano, podemos utilizar o teorema de Pitá- 
goras e escrever r^ = p^+ q [G94]. Portanto, se for desenvolvido em 
série, em tomo do ponto 4, não poderão surgir termos de primeiro 
grau em p, q. A série será: 


[Nota de Gauss:] Achamos inútil fornecer aqui os cálculos, que podem ser 
abreviados por certos artifícios. 
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—P^+c^+Rt,+R/\^+R^+R^+ etc. 


onde cada termo Ri representa o conjunto de termos de grau i em p, q. 



Para desenvolver a série, Gauss utiliza a equação [G95], que é ob¬ 
tida a partir de uma das relações de [G93], como é fácil ver: 


2 2 
n = n 


+ 


Y 

dp ) 


dr\^ ( Y _ 

dq) \ ndp ) 


= 1 


e substituindo nessas equações as identidades 

^2n \ 2 


obtemos [G95]: 


d{r^) 

dq 

d{r‘^) 

dp 


1 d (r^) 
n dp 


= 4rM ^ 


= 4r^ ^ 


Y 

dp ) 


d (r^) 


= 4r^ 
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Vamos agora mostrar os cálculos que Gauss não apresentou. Fa¬ 
zendo as derivadas da série de omitindo os termos de ordem maior 
que 6, temos 


= + 


dR^ 

dp 


+ 


í dRj 
\ dp 


+ 4p 


dRs 

dp 


. fdRi 


+ 


I A ^ ^Rq d Rs dR^ d Rs d Rs 

+4p^— +2^^^^ +2- 


dp 


dp 


dp dp 


dp dp 



+ 4ç 


dRs 

dq 


+ 4ç 


dR4 

dq 


+ 


+4ç^+4ç- 


dq 


dRe 

dq 


+ 2 - 


^ dRs dR^ 
dq dq 


+ 2 - 


. dRs dRs 
dq dq 


Temos: 


d (r^) 
dp 


+ 


d (r^) 
dq 


- = 


f dRs ^ dRs ^ 
= 4 [p^^ -\-q^^ - Rs 


+4 


dp dq 

dR^ dR^ ^ 1 

-^4 + T 


dp dq 


dRs 

dp 


+ 


1 

+ 4 


dRs 

dq 


I dRs dRs 1 dRs dR^ 1 dRs dR^ 

+4 p—— + -Rs + -t:— ^ 


+4 


dp dq 
dRs ^ dRs ^ ^ 1 


2 dp dp 2 dq dq 


dR^ 

dp 


1 

+ 4 


dR^ 


+ 
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1 dR^ 1 dR-^ dR^ 

2 dp dp 2 dq dq 

2 


— 8í?3 + 4 


3-^4 4“ “ 


1 ídRs 


dp 


1 (dRa 
4\ dq 


+ 


+4 


Íad _l ^ ^-^3 9í?4 1 dRs dRi 

\ ^ 2 dp dp 2 dq dq 

\b + - + - Í^Y + , I dRsdRs 

® 4 \ dp J 4 \ dq J 2 dp dp 2 dq dq 


sendo, de acordo com o teorema de funções homogêneas, 

ORs o p 

p—— + q—— = 3í? 3, etc. 
op oq 

Dividindo a unidade pelo quadrado dos valores de n, dado no fim 
da seção 23, e omitindo os termos de ordem maior que quatro, temos 
(expansão para n em tomo de 1): 

1-4 = 


= 2fq^ + fpq^ + 2g°q^ - 2,{ffq^ + 2/V«^ + 2c/W + 

Esta equação multiplicada pela derivada em relação p, e rejeitando 
os termos de ordem maior que 6, fica 

J \ op j 

= Sfp^q^ + Sfp^q^ - I2{ffp^q^ + ShPp^q^+ 

+85V«' + 8/'y ^ 2/0g2 


1 


+ 


dR^ foq pt O O ^Rs D ^Rs 

+ Sg'p^q^ + 8fp^q^^ + 8g°pq^ — + 


dp 


dp 


dp 


+8fpq^ 


dR^ 

dp 


Considerando a quinta das equações de [G93], podemos escrever 
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f 

V 

Temos: 


+ 


'd(r^)' 

dq 


-4:r= 1 1-^ 


d (r^) 
dp 


8í?3 + 4 


+4 


3/^4 T “■ 


1 ídR-,V 1 ídR- ^ ^ 


dp 


3 \ I _ ( ^^3 

^4 


+ 


47? 1 ai?3 ai?4 1 ai?3 ai?4 

^ 2 dp dp 2 dq dq 


+4 


57? 1 / dR^ Y , ^ í ^-^4 y I 1 ^-^3 ORò 1 ^-^3 ^-^5 

^ 4: \ dp J 4 \ dq J 2 dp dp 2 dq dq 

= 8fVq^ + Sfp^q^ + 8gV<f + Sfpq^^- 


dp 

- 12 (/°) + S>f'p^q^ + 8g'p^q^ + 8hPp^q^ + 

2 


+2AM^I +8/V¥^+8/W^5^ + 89>» 


>ai?3 


> ai?4 


ap 


ap 


ai?3 

ap 


Portanto, pelo método dos coeficientes indeterminados, encontra¬ 
mos: 

R‘ò = 0, 

Ri = \fpW 
Rh = \f'p^q^ + 


Rr — 


9 4 

ff" _ —(/0)2 

õ-' 45^-' ’ 


p\‘^ + 79'P"q" + 
5 


^'^3 3 




2^4 


p q 


Obtemos assim o resultado apresentado por Gauss [1]: 

r'^ =P^ + \fp^q^ + ^/y + 


0\2 


5«/ 45V^ y 


4 2 

p q , etc. 


+g 


+2Í?> « + p p q 


+ 


{f? 


45 


rg’ 
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A série para r sin ip pode ser desenvolvida a partir da série de ^ e 
da equação [1]. Assim, metade da série de ^ é dada por: 

^ ^ [1 - - 9°<i^ - 

Diferenciando a equação [1] em relação a p, obtemos 

^ = 2 [p+\fw + \fw +2 [^r - Puy] py 


■\9W + \9'P\^ 



^(fy pq^ + etc. 


Multiplicando essas duas séries, temos, de [G97], a série para 

r sin íp. 

Em seguida, Gauss desenvolve de forma semelhante uma outra sé¬ 
rie que fornece o valor de r cos ip. 
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e utilizando [G98] encontramos a série para r cos \|/. 


Estas fórmulas determinam o ângulo v|/. Da mesma 
maneira, para o cálculo do ângulo (|), são muito elegante¬ 
mente desenvolvidas séries para r cos (|) e r sin (j) com a 
utilização das equações diferenciais parciais 


d (r cos ó) 


n cos ósimp — r sm ó- 


[G99] 


a(rcos0) . d(p rr-inm 

- - - = COS 0 COS ip — rsm 0 — [CjI UUJ 

aq oq 
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[GlOl] 



As equações [G99] a [G103] podem ser obtidas através das equa¬ 
ções [G93], fazendo-se as derivadas parciais de sin ^ e cos ^ e associ¬ 
ando aos termos da primeira e segunda equações de [G93]. 
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r sin (p 

1 


[5] 


ç - - 7 /y? - 

3 D 


1 


— f - —{f? 

10 90^ ^ 


p g, etc. 


0 9 9 3 S 9 

-^9 P 9 - ^9P q 


13 


0\2 


-h^ + —{n 
5 ^ 


23 


p q 


Pela figura 33 podemos ver que rcos^ é aproximadamente igual 
a p para valores infmitamente pequenos de e g, e portanto a série 
para r cos ^ deve começar com p. Fazemos: 

T COS (j) — p R 2 R 3 -R 4 R 5 etc. 

Diferenciando: 


d (r COS (j)) 
dp 

d (r COS (p) 

dq 


^ dR2 dRs dR^ dR^ 

= 1 H—;;-^—;;-^—;; ^—;;;-f etc. 


dp dp dp dp 

dR2 dRs dR^ dR^ 

+ ^ + ^ + ^ + etc. 


dq 


dq ' dq ' dq 
Dividindo-se a série para r sin ip pela série para n, temos: 


rsinip 4.0 2 ^ w 2 2 

- =p - pq - 7 / P q 

n 3 4 

3 n 3 ^ ! 2 3 

-^9 pq - ^g p q - 


A(/0)2 

5-’ ^ 


p^q^ — etc. 


5/^0 _ ^^^0n2 

5 45^^^ ^ 


pq 


Multiplicando as séries, temos: 

r sin tp d {r cos p) 


n 


dp 


dRo 


^ ^t2 dR^ dR^ dR^ 

= P + P^- +P^- +P^- 

dp dp dp dp 


+A(/0) 


. 3^2 


p q 


4 ^0 2 4 2 ^^2 4 Q 2 ^ f 2 3 

-^f pq - pq pq - ^gp q 
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^ í '„ 2„2 ^ í '„ 2„2 


Ôi?2 


ify<^ - j/Ví 


- |(/")*) m‘ 


3 0 3 3 Q ^dR2 


— etc. 


, d (r COS (j)) dR^ dRs dR^ dR^ 1 w s ^^2 

rco8^ÍJ ---= — +q^- +Q^- + + õf P Q^— 

oq oq oq oq oq 2 oq 


2 0 2 ^^2 2 Q 2 

+5^ * 07 * 3 /'” a, 


Ô-Rs 3 Q 2 




“h etc. 


Assim a equação [G104] fica: 

p + -R 2 H“ -^3 H“ R 4 H“ -^5 H“ 6fc. = 


dR2 dRs dR^ dR^ 

= p + p— ~^P~^ 

op op op op 

dR2 4 Q 2 4 Q 2 ^^2 4 


-h° - —(f°)2 
5 45^-' 


pç 


>dR3 


dq 


dp 


dp 


0 R 5 

+9— - õ/> - 0 / M — - 0 / M — + 


dRz 3 ^, 2 2 ^ í'^2„2'^-"^2 ^ í0„2 


aR2 . 2,n_2 5 R 3 


, ^ £t Z Z ^ £f Z Z^ ^^ X £\ò Z 

+«^ -j/fí - 4 -'*"'^ + 3 /»«a, 


3 n li 3 n li 5-R2 1 


dR. 




+ g- 


ÔR 4 

dq 


Zf" + ^íf0\2 
5'' 45^'' ’ 


pW + 


2 0 2 ^^2 / 2 3 

+p p q-Q^ - -^gp q + etc. 


de onde encontramos: 


R 2 — 0, 


R, = 3 /W, 
i?4 = ^/W + ^5W, 


Rs = + 


\h^ - J-pf)W 


lO-' 45^-^ ^ 


pV 


164 



Assim: 


rco8(j) = p+ -f pq + —fpq + - 777 “ 


3 /" 8 (/ 0 )' 


10 45 


+ etc. 


+ 2Í? P ^ 

Para r sin lembramos que este se toma igual a q para valores in¬ 
finitamente pequenos d^p q q, então fazemos: 

T sin (j) — q R 2 “f R‘ò “f “f “f otc. 
Diferenciando em relação a p Q q, temos: 

5 (r sin ó) dR 2 dRs dR^ dR^ 

+ ^ + + etc- 

oq oq oq oq oq 

Multiplicando pela série obtida para e fazendo o mesmo pa¬ 

ra r cos^, temos: 

r sin tp d {r sin cp) 
n dp 

dR2 dR^ dR^ dR^ ^ rr 2 2 ^R2 

= +p^+p^ - ^fp\^ ^ 

dp dp dp dp 4 dp 

4 o 2 ^R2 4 o 2 ^Rs 3 0 3 dR2 

- õfP^^ - oQPQ^ -etc. 

3 dp ó dp 2 dp 


d (r sin p) 


dR2 dRs dR^ dR^ [2 4 o\2l 4 


4fA+i/y«^ + (í/."-ií(/v)p¥ 
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+ + etc. 

A equação [G105] fica: 

Q ~\~ R2 H“ R3 H“ Ra H“ Rb H“ otc. = 

dR2 dRs dR^ 1^/3 

= Q + P^+P^ +P^ + ::f P Q + 

op op op 2 

dRb , 1^/3 ^-^2 dR^ _L f _L 

+p^— + -/ P q^- + + etc.+ 

ap 2 ag' oq 

dR2 dRs dR^ ^022 

+q^ + q^ +q^ + j9°pq- 

oq oq oq 4 

4 ^0 2 ^-^3 1^02 2 ^-^2 j_ ^ fO 2 ^-^3 

-i;f pq^ + -79 p q^ + õ/V^^—+ 

3 op 4: oq ó oq 

.?/V,-í/wf- 5 /V¥f .[ir-á(/T 

-!(/»)= 


e encontramos: 


i?2 — 0, 


i?4 = -i/y<z- j5°pV, 

6 4 


/" 7(/0)^ 


D J '\J 4 ^ / 3 2 / r 0 \ 

^6 = - ttt -^ pq-T^gpq - ^ + ;^(/) 


^ ^'^32 , i^/ro\2 


10 90 


Assim, a série para r sin fica: 


5 90' 


rsinç!) = ç - i/Vç - ~ 

-\ 9 Vq ^ - ^ 9 W -\ lh ^ + ^(/°)^1 P ^ q ^ 
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Pela combinação das equações [2], [3], [4], [5] pode 
ser deduzida uma série para r^cos(^ + 'Z') e desta, divi¬ 
dindo pela série [1], uma série para cos(?/^ -|- 0), da qual 
pode ser encontrada uma série para o próprio ângulo 
{íp + (p). Porém, a mesma série pode ser obtida de forma 
mais elegante do modo seguinte. Diferenciando a primei¬ 
ra e a segunda das equações obtidas no início desta seção, 
obtemos 


, dn ^ díp . , dtp 

sm tp —— h n COS tp —— h sm tp— = 0 
dq dq dp 

a qual, combinada com 

id(p d(p 

ncostp .——h sinç;— = 0 
dq dp 


[G106] 


produz 

r sin tp dn r sin tp d {tp + (p) 


n dq 


n 


dp 


= 0 [G107] 

[G108] 

id{tp + (p) ^ 

r COS tp ---= ü 

dq 


Desta equação, através do método dos coeficientes in¬ 
determinados, podemos facilmente produzir a série para 
v[/ + ((), se observarmos que seu primeiro termo deve ser 
7 i/ 2, tomando o raio igual à unidade e indicando por 27i a 
circunferência do círculo, 

^ - fpq - ‘^fp^q - Q/" - etc. 

n 2 2/22 

-9 pq - ^9 p q [ 6 ] 

- - lijy) pí’ 
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Devemos lembrar que o objetivo de Gauss é determinar a relação 
entre os ângulos de um triângulo numa superfície qualquer e a área 
deste triângulo na superfície esférica auxiliar. Portanto, se obtemos as 
séries que possibilitam obter os valores de \\j, (|), podemos obter tam¬ 
bém uma série para n/+(|), melhor visualizado na figura 21. Para isso 
temos que, para valores de r tendendo a zero, n/+(|)=7i/2, assim faze¬ 
mos: 

-\- (/) = — + Ri + R 2 + R 3 + R 4 + etc. 


Diferenciando, temos: 

d {^|J (p) dRi dR2 dRs dR^ 


dp 


+ 


+ 


dp dp dp dp 


etc. 


d (é ó) dRi dR2 dR^ dR^ 

Multiplicando pela série de r sin^, temos: 

rsimp d (^|J (p) dRi dR2 dRs dR^ 

-- \-P^ - \-p— -f etc. 


dp 


dp dp 


dp 


dp 


4 o 2 4 o 2 ^^2 

-i;f PQ ^ - õf PQ^ 

3 dp ó dp 

^ £f 2 2 

3 0 3 dRi 

-p ^ 

Multiplicando pela série de r cos encontramos: 

. d (^p ó) dRi dR 2 dRs dR^ 
rcosíp --- =Q^ - \-Q^ - \-Q^ - Q— -f etc. 


dq 


dq dq 


dq 


dq 


I ^ ^0 2 1^02 ^^2 

3 0 2 2 ^^1 

+ 4*"’ « ^ 


Diferenciando a série para n, temos: 
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dn 

dq 


= 2fq + 2fpq + 2/V^ + etc. 

+ ^g'pq^ + etc. 
-\-Ah^q^ + etc., etc. 


Multiplicando pela série para 

r sin ip dn 


r sin p 


, temos: 


n dq 


= 2f pq + 2fp q + 2f"p q + 3g'p q + etc. 


+ 35 W + |4/i° - ^(/°)2 


pq 


Aplicando estas séries na equação [G108], temos: 

0 = p^ + 2fpq + 2/y g + 2f"p\ - 

dp 2 dp 

dRi dR 2 _ n o 0/22 dR 4 ^ 

-\-q^ + P-^ + + 35f p^q^ + ç — 

ag' ap dq 

3 / x0\2\ 3 ^ xO 2 ^^2 


+q^+P^+ ( 4 / 1 ° 
ag op 


4 o 2 ' 9-^4 1 X/ 3 


+g- 


2 


^ ^0 2 ^-^2 I 3 Q 2 2 


afíi 


, “ xO 2 '^■“'1 ^ íO 2 2 

+õ/> - p p q 


dRi 


dq r ^ ^ dp 

Encontramos os coeficientes: 

i?i = 0, 

R2 = -fpq, 


etc. 


Rz = -p'p^q-g°pq\ 


Ra — 




p\-\9'p^q^ 


Áf? 


pq 


e chegamos à série [6]. 
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Parece louvável também desenvolver a área do triân¬ 
gulo ABD em uma série. Para este desenvolvimento, po¬ 
demos usar a seguinte equação condicional, que é facil¬ 
mente derivada de considerações geométricas suficiente¬ 
mente óbvias, e nas quais S indica a área requerida: 


r sin íp dS 
n dp 


BS 

+ rcosip— 
oq 


r sin ip 
n 



[G109] 


a integração começando com q = Q. 


Considere a figura 33, onde Dn=dp, DE é uma geodésica per¬ 
pendicular à AD\ e nB''=DB, de tal modo que BB'' é perpendicular a 
B'D\ Se ABD representa a área do triângulo ABD, temos: 

dS , AB'D'-ABD , BDD'B’ , BDD’B\ DD' 

= lim- ztt; - = lim —— = lim ———-lim ^ ^ 

dr BB' BB' DD' BB' 


considerando que a superfície BDDB" difere de BDDB' somente por 
termos de segunda ordem. 

Para BDDB", temos 


BDD'B" = dp 


ndq 


ou 


e, sendo, 


lim 


BDD'B" 

DD' 



lim 


DD' 


dp 

dr 


consequentemente 


dr 


dp 

dr 


/ 


náq 


Podemos escrever também, 

dS dp dS dq dpí 
dp dr dq dr dr J ^ ^ 
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Usando as primeira e a segunda equações de [G93], temos: 

dp 1 
— = -smip, 
or n 

dq . 

— = COS ip 

or 

Substituindo na integral de S, encontramos [G109]. 

A partir daí obtemos, através do método dos coeficien¬ 
tes indeterminados, 

r {fT 

30 




60 


p^q etc. 


——ppq^ — —g^p^Q^ — ^g'p^q^ 


- fPQ - 

120*^ 


0\2 


— /i +—/" + —(/) 

1 c: At: ac\ / 


15 


1 


45 

3 


60 




[7] 


D 4 ^ / 2 4 

^gpq -^9Pg 

pq^ 

10 30 ^ 


Sabemos que para valores infinitesimais de p, q, a área do triângu¬ 
lo ABC se toma igual a V 2 pq, ou seja, a área de um triângulo retângulo 
plano. Assim, a série para S deve começar com este valor, ou R 2 , um 
coeficiente de ordem 2. Portanto: 


S — R 2 + -R 3 + -R 4 H“ Rb Rq etc. 

Diferenciando, temos: 

dS _ dR2 dRs dR^ dR^ õRq 

dp dp dp dp dp dp 

dS _ dR2 dRs dR^ dR^ dRe 

dq dq dq dq dq dq 
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Multiplicando a primeira equação pela série de (r sin ^)/ n, temos: 
r sin ^ dS dR 2 dRs dR^ dR^ õRq 

n op op op op op op 

^ ^0 2 ^-^2 4 Q 2 ^-^3 4 Q 2 ^-^4 

-i;f PQ ^ - õf PQ ^ - of PQ^ 

3 op ó op ó op 


4 
3 




4' 




9p 

Ôi?3 


-2^^^ ap 


y 45^'' ’ 


P Q 


) ^-^3 

dp 


7,23 ^-^2 


5 45^-' 


4*9 


l^7^2 


Multiplicando pela série de r cos \|/, temos: 

BS dR2 d Rs BR^ BR^ 
rcosíp— = q—— +q^— + Q^— + Q^— + 

Bq oq oq oq oq oq 


BRq 

(d 

BR 4 


2 o 2 ^^2 I ^ rO 2 ^^3 ,^^02 

+ õ/V^^— + õf p ^^- + õfp^ fs 

3 oq ó oq ó oq 

I ^ 3 ^-^2 ,1^/3 ^-^3 

+ 2-'*"'^ + ^’”'^ 

1 ^ 0 2 2 ^-^2 1 ^ 0 2 2 ^-^3 

+ 4*"’« ^ + í’" « ^ 


+ 


2 4 

£/" _ —(/0)2 

õ-' 45^-' ’ 


P Q- 


ÕR^ 

dq 


3 /. 


a, 


dR. 


l/jO _ 11(^042 

5 45^-' ^ 


pV 


dR2 

Bq 


Integrando a série para n com relação a q, temos: 
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ndq = q+ ^fq^ + ^fpq^ + \ + etc. 


1 


+ + ^ 5 '^“ +etc. 


1 /. 


1 , 


-\--h^q^ + etc. etc. 

5 

Multiplicando esta série pela série de (r sin ^)/n, temos: 

r simp 


n 


ndq = 


= pq- fpq^ - - 


1^/"+ A(/0)2 

15-’ 45^'' ’ 


p^q^ — etc. 


n 4 / 9 4 

W - ^9 P q 




pç 


Substituindo as séries encontradas na equação [G109], temos: 


pq-fW-^^fW 


r + fpfr 


p^q^ — etc. 


^ n 4 / 9 4 

-^9 pq ~^9P q 


^.»- S(/V 


pg5 = 


dR2 dR?, dR/^ dR^ dR^ 

~ - ^ - ^ - ^ -^ 9—p. -^ 

op op op op oq 

ÕRq 3 q 2 2 ^^3 , 

+p^— + -Ç> q + etc. 

op 4 oq 

dR2 dRs dR^ 4 q 2 ^^3 

+ 9^- + — õ/Vr^—+ 

oq oq oq 3 ap 


+q- 


ÕRq 

dq 


7/" + 77(/T 


45' 


^ 3„2 


dR2 


+ 

op 


ap 


Ôi?2 , 2 ,0 2 ^-^3 
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4 o 2 ^^4 
-i;f PQ^ + 
3 ap 


9 4 

_ —(ff 


4 ^^2 

P Q^- + 
oq 


f pO 2 ^^2 ^ pf 2 

+ 3^’“‘lW~~i^’“‘ 


^ £1.^2 ^2 , 2 rO 2 ^-^4 

ap r ^ ^ 


7,23 ^-^2 


, 1 «/ 3 a7?2 pf 2 


^ x/.^2^2 ^-^3 ^ / 3 2 ^-^2 

ap 5^^ ^ a^ 


3 0 3 ^-^2 ,1^/3 ^-^3 

3 0 2 2 ^-^2 3 0 3 ai ^3 

+ 4 » ^ - 2 » « ^ + 

Desta equação encontramos: 


>»-i(/Y 
>» - i(/")’ 


í<g 




, aj?2 

dp 

dR2 

dq 


R 2 = -jpq-, 

Rs = 0 , 

R 4 = -^/W - fVq, 


Ra — — 


'h° 

(/°)9 

5 

lõ ~ 

30 

pq - 


h ° V " ifr 

15 45 60 




/ 2 4 

- 40 "^^ - 


— f" - —{f? 

3060 ^ 


1 


P^Q - 


Resultado que, substituído na série para S, fornece a série [7]. 


174 



Seção 25. Desenvolvimento em série da área e dos ân- 
gnlos de um triângulo qualquer 


25 


A partir das fórmulas da seção anterior, as quais se re¬ 
ferem a um triângulo retângulo formado por linhas mais 
curtas, avançaremos para o caso geral. Seja C outro ponto 
sobre a mesma linha mais curta DB, para o qual, o ponto 
p permanecendo o mesmo [que para o ponto 5], q', r\ (|)', 
v[/', S, têm o mesmo significado que q, r, (|), \|/, S têm para 
o ponto B. Assim será gerado um triângulo entre os pon¬ 
tos A, B, C cujos ângulos denotaremos por A, B, C, os la¬ 
dos opostos a estes [ângulos] por a, b, c e a área por cr. 
Representemos a medida da curvatura nos pontos A, B, C 
por a, p, Y respectivamente. E então supondo (o que é 
permissível) que as quantidades p, q, q-q' são positivas, 
teremos 

J=(|)-(|)', 5=v|r, C=7i-\|/', [GllO] 

a=q-q\ b=r', c=r, (y=S-S' 

Antes de tudo vamos exprimir a área a por uma série. 
Mudando em [7] cada uma das quantidades que se refe¬ 
rem a B por aquelas que se referem a C, obtemos a fórmu¬ 
la para S'. Assim obtemos, até quantidades de sexta or¬ 
dem. 


a 


(7 - <l') 


1 - ^/° (/ + q‘^ + qq' + q'^) 


--^fP i^P^ + '^ 7 ^ + 7qq' + - 

(7 + q') ( 3 / + V + + 4ç'2) 
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Tendo desenvolvido em série algumas das propriedades de um tri¬ 
ângulo retângulo formado por linhas mais curtas sobre a superfície 
curva, Gauss irá agora estudar mais detalhadamente a diferença entre a 
soma dos ângulos internos do triângulo e 180°. 



Observe que agora ele está considerando explicitamente que a cur¬ 
vatura da superfície tem diferentes valores (a, (3, y) nos vértices A, B, 
C do triângulo. 

Façamos uso novamente da figura 33, acima. O triângulo ABC 
possui área igual à do triângulo ABD menos a área do triângulo ACD. 
Para obter a área do triângulo ABC, basta mudar a coordenada q para 
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q-q' na série [G109] e obtemos assim a série [GUI]. Podemos ver 
que essa série pode ser reagrupada e escrita como [G112], já que pos¬ 
sui os termos da série csin5, e a=p-q, pelas definições anteriores. A 
área a deve ser, em primeira aproximação, igual a Yiac sin 5, já que 
esse é o valor da área de um triângulo plano com esses lados. A ex¬ 
pressão entre colchetes da equação [G112] depende da curvatura da 
superfície em cada vértice, como Gauss irá mostrar abaixo. 



Utilizando a definição para n dada na seção 23 (série [G90]), e de- 
rivando-a em relação a q duas vezes, temos: 


UIL „ o Q 

— = 2fq + 3gq^ + Ahq^ + etc. 
oq 

TI 

— 2/ + 6gq + 12hq^ + etc. 
oq^ 

Dividindo pela mesma série de n expandida, encontramos [G113]. 
Cada termo de [G113] pode ser desenvolvido em série de acordo com 
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[G91]. Assim encontramos [G114]. Substituindo q por q\ temos 
[G115] e [G116] representa a origem, portanto, p=q=0. Feito isso, 
temos a expressão das medidas de curvatura (a, (3, y) em cada vértice 
do triângulo ABC. 



Podemos escrever as séries para a, (3, y de modo que tenhamos os 
coeficientes/^,/,/’, g, g\ etc, em função de a, (3, y, e substituindo na 
equação [G112], encontramos [G117]. Agora, aparece explicitamente 
a dependência da área a do triângulo ABC em relação às medidas de 
curvatura a, (3, y em cada um de seus vértices. 



Utilizando as definições iniciais para p, q, q\ podemos substituí- 
los por csinB^ ccos 5 , ccosB-a, e temos a série [8]. As séries se¬ 
guintes [9] e [10] são obtidas trocando B, a, (3, a por A, (3, a, Z? e C, 
y, (3, Z?, respectivamente, em [8]. 
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Essas três últimas equações são equivalentes entre si. Permitem 
calcular a área do triângulo geodésico sobre a superfície curva desde 
que se conheçam seus lados, um dos ângulos, e as medidas de curvatu¬ 
ra nos três vértices. Note-se que, se a curvatura k for igual nos três 
vértices, a equação [10] se reduz a 

1 \ k 

cr = -aò sin C 1 + — (a^ + — 2ah cos C) 
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Seção 26. Comparação entre ângulos do triângulo na 
superfície curva com triângulo plano 

26 

A consideração do triângulo plano retilíneo, cujos la¬ 
dos são iguais dL a, b, c é át grande utilidade. Os ângulos 
deste triângulo, os quais designaremos por A*, B*, C*, 
diferem dos ângulos do triângulo sobre a superfície curva, 
que são A, B, C, por quantidades de segunda ordem; e se¬ 
rá útil desenvolver estas diferenças acuradamente. Será 
suficiente mostrar os primeiros passos destes cáleulos, 
mais tediosos que difíceis. 

Trocando nas fórmulas [1], [4], [5] as quantidades 
que se referem a B por aquelas que se referem a C, obte- 
mos a fórmula para r' , r' eos (|)', r' sin (|)'. Então o desen¬ 
volvimento da expressão 

—2(r COS (/))(r' COS 0') — 2(r sin (/))(r'sin 0') = 

= 62 + c2-a2-26ccosA= 

= 26c(cos A* — COS A) 

Para obter esta equação, consideramos as definições iniciais (seção 
25) para a, b, c, A. Substituindo, podemos escrever o lado esquerdo da 
equação como: 

— {q — q'Y ~ cos (j)){r' cos (j)') — 2(r sinçí))(r' sin (j)') = 

= — 2bccos{(j) — (j)') 

como, para o triângulo retângulo de lados a, b, c vale: 

= 2ÒCCOS A* 

então, 

— {q — q'Y ~ cos (j)){r' cos (j)') — 2(r sinçí))(r' sin (j)') = 
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= 2òc(cos A* — COS A) 

Desenvolvendo individualmente cada termo do lado esquerdo em 
série, temos séries iguais a [1], [4] e [5] para r, rsin (|), rcos(|) e, trocan¬ 
do r por r\ (|) por (|)' nestas séries, encontramos as expressões para r\ 
r'sin (|)', r'cos Assim, temos: 

(1) r^+r'^-{q-q'f = 

= 2/ + + q'^) + i/y + q'^) + 

+ [i/"-^(/y]/y+y)+etc. 

+2gg' +^5V (q^ + q'^) + {q^ + q'^) 

(2) 2 (r COS (j)) (r' cos (j)' ) = 

= 2/ + IfV + q'^) + i/y {q^ + q'^) + 

+ i/” - ^(/°)^ +y)+etc. 

+5V + ^^y 

+ (i/^°-^(/y)y y+y) 

+i(/°)V<z^y 

(3) 2(r sin0)(r'sin0') = 

= 2gg' - - Ifp^qq' - [i/” - |(/°)^] p\q' - etc. 

-^9°p^qq' {q + q') - ^9'p^qq' {q + q') 


fazendo (2) - (3), temos 

(4) 2òccosA = 
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^ + 2 ,-- 3 ,,')+etc. 

+‘2qq' - pVqq' + ^5°/ (2g® + 2q'^ - q^q' - qq'^) 
(iV + 14g"‘ + IM^q' + 13gg'® - AQq^q'"^) 
+ ^ (7g' + 7g'^ - 3g2g' - Zqq'^) 

+ ^(3g"+3g'"-2gg') 

+ ^/iVM2g4 + 2g'4-gV-gg'') 


Subtraindo (4) de (1), temos, considerando os termos até ordem se- 


2hc (cos A* — COS A) = 

+y (<?" + qq' + q'^) + ^ (<? + <?') 

2 (/°)^P^ (/°)^ ,, , , , ,2 , 


(7g2 + 7g'2 + 27qq'] 


Combinada com o desenvolvimento da expressão 

(r sin (p) {r' cos (p') — (r cos (p) {r' sin (p') = bc sin A [G119] 


Desenvolvendo em série os produtos acima, temos: 


(rsin</»)(r'cos</»') = 


= M + 5/°P«“ + ^/V«“ + (^ - - etc- 
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-lfVq+\g^pqq’^ + ^9'p\q’^ 


-\f'p‘^q + 
6 


?/^0 _ L(f0)2 
5 45^^^ ^ 


pqq 


/4 


- 5(/“)’p’99“ 


l/"_l(/0)2 

lO'^ 90^ 

^ / 4 2 

— 7Z7:QP Q 
20 


13, 




P^q 


.3^3 


P Q 


( 6 ) 


= W 


_5 90 

(r cos0)(r' sin0') = 

, fp^q’ fpW íf" nf? 


10 


90 


p^q' + etc. 


+ \fpq\' - \9Vq'^ - Yq9'p"P 
+ \9Wq' - lifWq' 

+ ^pV9»9' 


Subtraindo (6) de (5), temos 
(7) bc sin A = 

/V 5 „ 


= p{q-q') 


1 - 


- p/ , / 3/" 8(/°)2 > 2 / 

3 Tõ-- — 
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3^ yy qJ F 1 QQ 


-^9°qq' {q + q') - ^9'pqq' {q + q') 
-\9V{q + q')-Y^9'pHq + q') 


_ íh^ m ff 

V 5 90 


^ p^ {q^ + qq' + q'‘^) 


f2h° 7(/°)2\ , , 

- - {q" + qq +q ") 


+ Q{f)Vqq' 


dá a seguinte fórmula: 

COS A* — COS A = — {q — q'^ p sin A 


f f'p g° 
3 6 4 


, (f if? 

VlO 45 

_ 7 {fr \ 
V 5 90 / 


+ qq' + q'^) + etc. 


[G120] 


Desta temos, até quantidades de quinta ordem, 

A*-A = -{q-q')p y + ^ + j (ç + ç') + ^ + 


^~2o' ^ ^ y ^ ^ ~ 

(V + V + 12(7?' + 7 q'^) 


[G121] 


Seja a diferença entre os ângulos do triângulo retilíneo e os ângu¬ 
los do triângulo sobre a superfície curva de segunda ordem, dada por 
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A^-A=Ç Então A^=A+Ç Expandindo sin Ç e cos Ç, e rejeitando po¬ 
tências maiores que segunda ordem, temos: 


COS A* = COS A ( 1 —— j — (sinA)C 


,^ , COS A 2 / . A\^ 

COS A — COS A =- -—( — {smA)( 

Multiplicando os dois lados desta equação por bc, temos 

( 8 ) 2bc{cosA* — COS A) = —bc{cos A)(‘^ — 2bc{smA)( 

Podemos escrever Ç em série, de tal modo que Ç =7?2+^3+^4+ 
etc., sendo Rj os termos de ordem i. Substituindo em (8) as séries que 
já foram desenvolvidas, temos: 


{p^ + qq') RI {q — q') 1- — + 2qq') {R 2 + + R^) — 

o 2 / , fp , g° ^ , /'y , 5g'p ^ , 

= 2p (q-q) hr + ^ + ^ (<? + <?) + ^7^ + ^ (« + <? ) + 


6 4 


10 20 


y+y+y) 


( 12 / + 7 / + 7 ç '2 + 27qq') 


Igualando os termos de potências iguais, temos: 

fO 

T~> _ ^ ^ J\ J 


R2=p(q- q' 


Rs =p{q- q' 


\f'p , / 




Ri=p{q- q') ^ {q + q') + ^ + P) 


(7/ + 7/ + 7g'2 + 12qq') 

Portanto, temos, considerando termos até quinta ordem; 

A* -A = p{q-q') + LI + {q + q') + L^+ 
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(<? + «') + y + qq' + - 


(/' 


0\2 


90 


(7p2 + 7^2 I2gç' + 7g'2) 


Combinando esta fórmula com 


2a = ap 


1- Ç {p‘^ + q^ + qq’ + q’^) , etc. 


[G122] 


e com os valores das quantidades a, P, y encontradas na 
seção anterior, obtemos, até quantidades de quinta ordem, 

Oí /5 7 2f"p‘^ 


A* = A-a 


6'^Í2'^T2 + 


15 + + 


+y (3q^ - 2qq' + 3q'^) + 

+ {Ap^ — llq^ + lAqq' — llq'^) 


[ 11 ] 


90 


Através da fórmula [GUI], podemos escrever a como mostra 
[G122], já que a=q-q\ A série [G121] pode ser rescrita como: 


/° 


+ 


A* = A + ap 

5°(9 + 9') , /V , 3g'p 


1- 


f fP 
— + — + 
3 6 


+ 


10 

90 


+ 






(2/ + 2g2 + 7gg' + 2g'2) 


Utilizando a equação [G122], podemos escrever; 
A* = A-a 


- ^f'p - {q + q') - \ f"p^ 


-^9'p{q + q')-\h’^ + qq'+ q'^) 
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+^(/°)^ (V + V + I4gg' + V^) 



Podemos reconhecer os termos das séries de a, (3, y das equações 
[G114] a [G116]. Assim, podemos escrever o ângulo em função das 
curvaturas. Portanto, substituindo estas séries, encontramos a série 
[11]. Utilizando os mesmo procedimentos, podemos encontrar as sé¬ 
ries [12] e [13] a seguir. 


Através de operações precisamente similares deduzi- 

mos 



B- = B 

[l2 6 12 10 

g'p{2q + q') 

1 

10 


(4ç^ - dçç' + + 


[12] 


-1 


-^(2p2 + 8ç2-8çy + iiy2; 

) 
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As equações [11], [12] e [13] determinam as diferenças entre os 
ângulos de um triângulo plano de lados a, b, c e os ângulos correspon¬ 
dentes do triângulo sobre a superfície curva. Note-se que a diferença 
entre esses ângulos é proporcional à área ct do triângulo. As expres¬ 
sões obtidas são altamente complexas, não permitindo nenhuma inter¬ 
pretação geométrica simples. 


A partir daí deduzimos, de modo semelhante, uma vez 
que a soma A*+B*+C* é igual a dois ângulos retos, o 
excesso da soma J+5+C sobre dois ângulos retos, ou se¬ 
ja, 


A + B + C = TT + a 


a 13 ^ fp 

- + - + - + -3- 

3 3 3 3 


"-2 ^ g'p(^q + q') ^ 




[14] 


Esta última equação poderia também ter sido determi¬ 
nada da fórmula [6]. 


Gauss determina deste modo um resultado geral para o excesso ou 
déficit de 180° para um triângulo geodésico sobre uma superfície cur¬ 
va genérica, a partir de um triângulo específico que é o retilíneo. O 
próximo passo será relacionar este excesso ou déficit com a área do 
triângulo sobre a superfície esférica. 
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Seção 27. Triângulo sobre uma superfície esférica 


27 

Se a superfície curva for uma superfície esférica de 
raio R, teremos: 

a = 13 = ^ = - 2/0 = 1/R^; 

r=0, g'=0, 6 /i0-(/0)2 = 0 


OU 




1 


24i?4 

Consequentemente, a fórmula [14] fica 


a 


A + B + C = 7T + -^ 


[G123] 


A* = A - 


a 


a 


a qual é absolutamente exata. Mas as fórmulas [11], [12], 
[13] dão: [G124] 

{2p^ - 

{p^ - 2q^ + 2qq' + q'‘^) 

[p^ + + 2qq' - 2q'^) 


3i?2 

180i?4 

(7 

(7 

3i?2 

180i?4 

(J 

a 

1 

3i?2 

180i?4 

exatidão. 

cr 

cr 

3i?2 

180i?4 

a 

a 

3i?2 

180i?4 

(7 

(7 

+_ 


A* = A-{b^ + c2 - 2a^) 
B* = B- — - {a^ + - 26^) 


[G125] 
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Negligenciando quantidades de quarta ordem, a partir da 
equação acima obtemos o bem conhecido teorema pro¬ 
posto primeiramente pelo ilustre Legendre. 

Se a superfície curva é uma superfície esférica de raio R, então, 
adotando a definição do início da seção 23 para (|), n=n{q) e, de acordo 
com a figura 34 abaixo, o comprimento de linha pode ser escrito como 

ds^ = [{dX)‘^ + (cos 



Figura 34. 


Assim, temos: p = q = RX\ ds^ = dq^ + cos^ ip/K) dp^. 
Sendo n = cos {q/K), desenvolvemos em série, e temos: 


n = COS 



1 1 

= 1- - -^- - -h 

2R^ 


etc. 


Portanto temos:/= -l/(2R^); g=0; h=l/(24R*). 
E encontramos: 


a = /J = 7 = -2/° = 

/” = 0 ; g ' = 0; 6/1° - {jy = 0 ; = 53^. 

Substituindo estes resultados na equação [14], encontramos 
[G123]. Substituindo-os nas equações [11], [12] e [13], encontramos o 
conjunto de equações em [G124]. Somando-se e subtraindo-se q^ e q'^ 
nas equações de [G124] e utilizando as definições do início da seção 
25 para a, b, c, encontramos as equações [G125]. 

É interessante que, no caso do triângulo sobre a superfície esférica, 
a diferença entre cada um dos ângulos A, B, C do triângulo curvilíneo 
e os ângulos correspondentes A^, C* do triângulo plano são prati¬ 
camente iguais, correspondendo a g/3R^ em primeira aproximação (ou 
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seja, desprezando os termos que contêm a/l807?"^). Este é um resultado 
pouco intuitivo, pois os lados a, b, c podem ser muito diferentes, as¬ 
sim como os ângulos A, B, C, e poderíamos imaginar que talvez a di¬ 
ferença fosse, em primeira aproximação, proporcional ao ângulo, e 
não a mesma para todos os ângulos. 

Em seu tratado sobre geometria, no que se refere a trigonometria 
esférica, Eegendre apresenta o seguinte resultado^ “O triângulo esfé¬ 
rico curvo, cujos os ângulos são A, B, C, o lados opostos a, b, c, cor¬ 
responde a um triângulo retilíneo com lados de mesmo comprimento 
a, b, c Q onde os ângulos opostos são A-e/3, B-s/3, C-s/3, onde 8 cor¬ 
responde ao excesso sobre dois ângulos retos da soma dos ângulos do 
triângulo esférico.” 

Portanto, esse resultado ao qual Eegendre havia chegado era ape¬ 
nas uma aproximação. As equações [G125] mostram que A-A"^, B-B^ 
e C-C* são quase iguais entre si, mas não exatamente. Gauss foi sufi¬ 
cientemente generoso para indicar que Eegendre estava correto se 
desprezarmos as quantidades de quarta ordem e superiores, sem 
chamar atenção dos leitores para o fato de que Eegendre estava erra¬ 
do. Vemos, portanto, que mesmo no caso de superfícies esféricas, que 
são as mais simples e já haviam sido muito estudadas, o método de 
Gauss permitiu chegar a novos resultados. 

Além disso, os resultados obtidos por Gauss na análise de triângu¬ 
los sobre uma superfície curva geral jamais tinham sido obtidos antes, 
e mostram o grande poder de seu método. 

É provável que o conhecimento das propriedades das superfícies 
curvas tenha sido o que levou Gauss a seguir determinados caminhos 
para alcançar seu objetivo, já que ele estabelece as propriedades da 
superfície curva a partir da superfície esférica auxiliar. No entanto, é 
importante enfatizar que ele foi muito além daquilo que se sabia antes 
dele. 


^ EEGENDRE, Adrien-Marie. Éléments de géométrie. lE ed. Paris: Firmin 
Didot, 1817, p. 426. 
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Seção 28. Triângulo sobre superfíeie eurva: aproxima¬ 
ção e aplieação a medidas terrestres 


28 

Nossa fórmula geral, se desprezarmos termos de quar¬ 
ta ordem, se toma extremamente simples, ou seja: 

A* = A - ^(7 (2a + /3 + 7) 

5* = 5 - (a + 2/3 + 7) [G126] 

C* = C — —cr (a + /3 + 27) 

Então para os ângulos A, B, C sobre uma superfície 
não-esférica, devem ser aplicadas correções desiguais, de 
tal modo que as mudanças dos senos sejam proporcionais 
aos lados opostos. A diferença, geralmente falando, será 
de terceira ordem; mas se a superfície difere pouco de 
uma superfície esférica, a diferença será de ordem mais 
alta. Mesmo nos maiores triângulos sobre a superfície da 
Terra cujos ângulos podem ser medidos, a diferença sem¬ 
pre pode ser considerada como insensível. Então, por e- 
xemplo, no maior dos triângulos que pudemos medir nos 
anos precedentes, ou seja, aquele entre os pontos Hohe- 
hagen, Brocken, Inselsberg, onde o excesso da soma dos 
ângulos foi 14”.85348, o cálculo deu as seguintes redu¬ 
ções a serem aplicadas aos ângulos: 

Hohehagen -4”.95113 

Brocken ^”95104 

Inselsberg -4”.95131 


O interesse inicial de Gauss pelo estudo de superfícies curvas pa¬ 
rece ter tido como ponto de partida o trabalho que realizou para o go- 
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vemo, em que se pretendia determinar exatamente as dimensões e o 
formato de uma região da superfície terrestre. Para as medidas de dis¬ 
tância costumava-se dividir a superfícies em triângulos, formando 
uma rede que cobrisse a superfície. O projeto foi aprovado oficialmen- 
te em 1820 e interrompido várias vezes durante a guerra e por motivos 
políticos, sendo finalizado em julho de 1825. 

Gauss era extremamente cuidados em suas medidas e fazia uso de 
um instrumento criado por ele que permitia medir distâncias com uma 
exatidão de alguns segundos de arco. O instrumento consistia de dois 
espelhos perpendiculares entre si e permitiam uma boa visibilidade até 
uma distância de 15 milhas. Porém qualquer mudança na temperatura 
poderia ocasionar falsos valores, o que dificultava a medida e a mes¬ 
ma devia ser repetida inúmeras vezes para maior precisão. 

As distâncias entre os pontos a que Gauss se refere são: Hoheha- 
gen-Brocken = 70 km; Inselsberg-Hohehagen = 82 km; Brocken- 
Inselsberg =105 km. A medição feita por Gauss fornece uma diferen¬ 
ça entre as correções dos três ângulos na casa do décimo de milésimo 
de segundo de arco, o que é desprezível tendo em vista a precisão 
permitida pelos aparelhos utilizados na época. Com instrumentos mo¬ 
dernos, a precisão nas medidas fica entre 3 e 6 segundos de arco para 
cada observação e mesmo repetindo as observações, os erros ficariam 
entre 1 e 2 segundos de arco, em boas condições de observação^. Por¬ 
tanto, os valores angulares apresentados por Gauss são puramente 
teóricos. 


^ BREITENBERGER, Ernst. Gauss’s geodesy and the axiom of parallels. 
Archive for History of Exact Sciences, 31 (3): 273-289, 1984, p. 279. 
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Seção 29. Comparação entre áreas do triângulo na su- 
perfíeie curva e triângulo plano 


Devemos eoncluir este estudo comparando a área do 
triângulo sobre a superfície curva com a área do triângulo 
retilíneo cujos lados são a, b, c. Denotaremos a área do 
último por cr*; assim 

a* = ^òcsinA* = ^ac sinB* = ^absinC* [G127] 

Temos, até quantidades de quarta ordem, 

sin A* = sin A- a cos A {2a + /3 + 7) [G128] 

-L ^ 

ou, com igual exatidão, 

sin A = sin A* 1 + —òccos A (2a; +/5 + 7) [G129] 

24 

Substituindo este valor na fórmula [9] teremos, até 
quantidades de sexta ordem, 

a = -6c sin A* 1 H —^a (3b^ + 3c^ — 26ccos A) + 

2 [ 120 ^ ’ 

(36^ + 4c^ - 46c cos A) + [G130] 

+Y^7 (46^ + 3c^ — 46c cos A) 
ou, com igual exatidão, 

(7 = + —« (a^ + 26^ + 2c^) + [G131] 

120 
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i——/3 {2a^ + b^ + 2c^) + —7 (2a^ + 2b^ + c^) 

120 ^ ^ 120 ' ^ ’ 


Para a superfície esférica esta fórmula toma a seguinte 
forma: 


0 = 0 


1 + —a (a^ + 6^ + c^) 
24 ^ ^ 


[G132] 


É facilmente verificado que, com a mesma precisão, a 
seguinte fórmula pode ser adotada no lugar da anterior: 


0 = 0 


sin A sin B sin C 
sin A* sin B* sin C* 


[G133] 


Se esta fórmula é aplicada a triângulos sobre super¬ 
fícies não esféricas, o erro, geralmente falando, será de 
quinta ordem, mas será insensível em triângulos tais co¬ 
mo os que podem ser medidos sobre a superfície da Ter¬ 
ra. 


Da seção 28, [G126], temos a relação entre os ângulos de um tri¬ 
ângulo plano e um triângulo sobre superfície curva. Para o ângulo A 
temos: 


sin A* = sin A cos 


cr {2a + /^ + 7 ) 


12 


— COS A sin 


cr {2a + /^ + 7 ) 


12 


Expandindo sin [^cr (2cf +/^ + 7 ]) e cos [^^cr (2cf +/^ + 7 )] e 
considerando apenas os termos de primeira ordem, temos: 

■ 1 


sin A* = sin A — cos A 


12 


cr {2a + /^ + 7 ) 


Substituindo o valor de a por a* dado por [G127], temos: 

sin A* cos A {2a + /^ + 7 ) 

Então podemos obter [G129]: 


sin A* = sin A- 

12 
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sin A = sinA* ^ ^ + /^ + 7) 

Substituindo este valor na série [9] da seção 25, temos [G130]. 
Como, para o triângulo plano, 2òccos A* é igual a — a^, este 

valor difere apenas em segunda ordem do valor para o triângulo sobre 
a superfície curva e podemos substituir 2òccos A na equação [G130] 
por iP + e encontramos [G131]. Para a superfície esférica, 

temos Oí = /^ = 7, e determinamos [G132]. 

Considerando a igualdade da curvatura em todos os pontos, numa 
superfície esférica, temos: 

sin A = sin A* + ^òccos A^ • 

Substituindo 2òccos A por tí^ + nesta equação, temos: 

sin A = sin A* 1 + ^ - a^) j , 



Utilizando a raiz quadrada (expandida) dos dois termos, temos que 
[G132] éiguala[G133]. 

Com este resultado fmal, Gauss determina a relação entre as áreas 
de um triângulo plano e um triângulo sobre uma superfície curva. 

Em seu trabalho anterior (1925), publicado após 1927, Gauss não 
chegou a determinar as relações entre ângulos e áreas de triângulos, 
finalizando com o estudo das linhas mais curtas e com teoremas como 
os apresentados neste livro nas seções 15 e 16. Portanto, uma grande 
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parte do presente trabalho (da seção 17 em diante) deve ter sido de¬ 
senvolvida entre 1925 e 1927. 

Aqui termina a obra de Gauss. Como vimos, ele obteve nesse tra¬ 
balho uma série de resultados importantes e, acima de tudo, introduziu 
novos métodos de análise de superfícies curvas. A notação empregada 
pelo autor era muitas vezes obscura, e é especialmente difícil para nós. 
Na segunda metade do século XIX as concepções de Gauss foram 
generalizadas por Riemann para um espaço com um número arbitrário 
de dimensões e depois foram desenvolvidas e apresentadas com um 
novo ferramental algébrico, resultando na criação do “cálculo diferen¬ 
cial absoluto” de Gregorio Ricci (ou Ricci-Curbastro) (1835-1925) e 
Tullio Levi-Civita (1873-1941)^ 


^ LEVI-CIVITA, Tullio; RICCI, Gregorio. Méthodes de ealeul différentiel 
absolu et leurs applieations. Mathematische Annalen 54 : 125-201, 1901. 
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